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INTRODUCERE

Studiul {izicii incepe obligatoriu cu studiul mecanicii, deoarece in cadrul
mecanicii sé¢ invati notiunile fundamentale : {raiecltorie, vitezi, acceleratie,
fortd, masd, lueru mecarnic, energie, impuls, moment cinetic ete, si se sta-
bilesc legi fundamentale : principiile mecanicii, teoremele impulsului, me-
mentului cinetic, energiei cinetice, conservirii energiei mecanice ete., noti-
uni §i legi folosite in toate capitolele fizicii.

Sa facem citeva observatii generale asupra fizicii, apoi asupra mecanicii.

1. Fiziea — stiintdi a naturii. Fizica (physis = naturi, in limba greac#)
studiazi cele mai genera]e si mai simple forme de miscare a materle: {me-
canice, termice, electromagnetice etc.).

Prin maferie se intelege realitatea obiectivi care existi in mod inde-
pendent de constiinta umani si este reflectatd adecvat de aceasta.

Atributul fundamental al materiei, modul siu de existentd, este mis-
carea. Prin migcare se intelege orice schimbare sau proces : deplasare meca-
nicid in spatiu, reactie chimiei, radlatle electromagneticé, proces biologic,
gindire.

Formele fizice de migecare a materiei participd totdeauna si Ia formele
superioare, mai complexe, de miscare (biologice, sociale etc.), fird a epuiza
Insi esenta lor calitativid. Astfel, legea conserviirii energiei se aplica tuturor
proceselor : chimice, biologice etc.; legea atractiei umiversale se aplici
tuturor corpurilor : simple sau complexe vii sau neinsuflefite s.a.m.d.

Scopul fizicii este descrierea, explicarea i prevederea fenomenelor naturii,
pentru a le putea stipini gi folosi.

Dezvoltarea fizicii a fost stimulati de necesifdfile practice ale oamenilor.
La rindul lor descoperirile si realizirile fizicii stan la baza dezVoltarii feh-
nicii ; metodele de cercetare fizice §i aparatura creatd de fizicieni se aplici
5i in celelalte stiinte ale naturii (de exemplu, in chimie, biologie).

Fizica stabileste legi pe baza observatiilor 5i a experimentului stiinfilic.
Legea exprimi legatura necesard si esentiald intre fenomene, legitura dintre
canzi si efect, care conditioneazii o dezvoltare determinatii a fenomenelor.

Observatia este studiul fenomenului in conditiile sale naturale de des-
fisurare, in timp ce experimentul stiiniific este reproducerea fenomenuiui
in diverse conditii ecreate artificial, cu scopul de a descoperi legititile fe-
nomenului,

Legile fizicii pot fi stabilite (descoperite si formulate) numai intr-o anu-
mitd etapi san grad de dezvoltare a practicii social-istorice, a stiintelor,
a tehnicii si de obicei in urma wnor nenumiirate si indelungate cercetari.



Dupi milenii de dezvoltare istoricd a civilizafiei au putut fi stabilite, de
exemplu, legile miscirilor planetelor (J. Kepler 1609, 1619), legea inertiei
(Galilei 1632), legile mecanicii (I. Newton 1687), legea atractiei universale
(I. Newton 1687), legile mecanicii relativiste (A. Einstein 1905), legile me-
canicii cuantice (1925) etc.

Descrierea si explicarea fenomenelor trebuie si fie canfifativdi — conditie
fundamentali a stiintelor exacte — de aceea matemaiica este un instrument
indispensabil fizicii. Dar cantitatea se determini numai prin misurari,
de aceea mdsurarea este un proces fundamental in fizica.

In proprietitile materiei.se evidentiazi ideea dezvoltdrii i interconexiunii,
precum si principiul cauzalifdfii — bazi a prevederii desfigurarii fenomenelor.

Dezvoltarea fizicii duce inevitabil la conceptia maferialist-dialecticd
asupra lumii, anume c# aceasta este, prin natura sa, maferiald. Materia,
necreatd si indestructibild, este unicul izvor a tot ce existi. Congtiinta
este un produs al dezvoltirii istorice a materiei. Constiinta poate reflecta
adecvaf materia, ca atare lumea poate fi cunoscutd. In acest sens, activitatea
practici a oamenilor este hotaritoare.

2. Teoria si practiea, Domeniul fenomenelor studiate de fizic s-a largit
odati cu dezvoltarea practicii social-istorice a omenirii. Obiectul i
metodele fizicii au evoluat. De exemplun, in secolul 18 a predominat meca-
nica, In secolnl trecut — electromagnetismul, in secolul nostru — fizica
atomica ete.

Practica apare in triplu rol : de izvor al cunogtintelor noastre, de crite-
riu al adevirului §i de scop al cunoagterii. 4

Cercetarea stiintifici realizeazi unitatea dintre teorie i practicd, in
care rolul practicii este hotaritor, iar rolul teoriei conducitor. Practica fara
teorie este oarbi, iar teoria fari practici este sterila,

Teoria explicd un ansamblu de femomene folosind un numir mic de
ipoteze sau legi fundamentale, numite de obicei principii, care sint abstrase
din experinti. Din acest sistem de legi fundamentale sint deduse teoretic
toate legile cunoscute sau inci necunoscute, care privesc domeniul cercetat.
Orice teorie trebuie neapdrat verificatd in practica.

Notiunile §i mirimile fizice nu sint creatii subieotive arbitrare, ci reflectd
realitatea obiectivi, tot mai precis si mai deplin odatéd cu dezvoltarea fizicii
(de exemplu, notiunile: atom, electron, foton, cimp ete. sau marimile :
energie cineticd, impuls, lucru mecanic, energie potentiald etc.).

Ceea ce am spus despre legile fizicii este valabil si pentru notiunile st
mirimile fizice. Ele se obtin in urma stridaniilot mai multor savanti gi chiar
generatii de savanti. De exemplu, mirimile impuls (cantitate de migcare)
si energie cineficd (,fortd vie® mp?) au fost introduse de R. Descartes (1644),
respectiv G. Leibniz (1686) in urma a nenumirate cercetdri si dispute stiin-
tifice asupra misurii miscirii mecarice. Caracterul vectorial al impulsului
a Fost descoperit de elevii lui Descartes, iar coeficientul 1/2 din eXpresia
energiei cinetice (denumire propusa dupi 1850) a fost introdus de G. Coriolis
(la inceputul secolului trecut). Abia teoria Telativitifii (1905) a unificat

impulsul si energia totald intr-un ¢uadrivector — misurd spatio-temporala
a miscirii, legatd de omogenitatea spatiului si timpului. Alt exemplu ; no-
tiunea de fotonm a apirut (1905), dupa citeva secole de dezvoltare a opticii
(teoria corpusculard a luminii — Newton, teoria ‘ondulatorie — Huygens,
Fresnel). ‘

Teoriile fizice actuale nu trebuie absolutizate si etermizate. Ele suferd
o dezvoltare frepiatd cantitativd ducind la un moment dat la crearea prin
sqlt a unor teorii califativ noi, care reflecti mai bine realitatea obiectivi,
contin ca un caz particular sau caz limiti teoriile precedente si aratd tot-
odaténdomeniul lor de valabilitate (principiul de corespondentd). Astfel avem
succesiunea : mecanica clasicd, teoria restrinsi a relaﬁvitétii, teoria generaléd
a relativitatii, mecanica cuantici, teoria cimpurilor si particulelor elementare.

] 32 Schematizarea ; modele, Materia este infiniti si inepuizabild in pro-
prietatile sale, in formele sale de organizare §i manifestare. Obiectele si feno-
menele din naturd se gésesc in nesfirsite interconexiuni §i interdependente.
]_)evaceeav, in studiul fenomenelor naturii sintem totdeauna nevoiti s simp]i—
flcam,. sa ,schematizim® procesele studiate, si creiim ,modele® teoretice
ale obiectelyr si fenomenelor. Firi schematizarea fenomenelor studiate fizica
n-ar Putea. lr__)losi aparatul matematic, n-ar avea o teorie, n-ar putea conferi
experientel un scop determinat, adici ar i total neputincioasi.

Un model corect trebuie s ia in considerare particularititile principale
ale fenomenuldi (objectului, procesului) studiat in problema pusd, lisind
la o parte trasiturile secundare, neesentiale, necaracteristice. Numai astfel
se pot stabili legile si relatiile cantitative. Arta fizicianului este de a sti
ce si péstreze s5i e si neglijeze in problema propusi.

Odatad cu dezvitarea fizicii, modelele sau schemele sint perfectionate
cantitativ si chiar jchimbate calitativ, pentru a putea exprima maj fidel
realitatea obiectivi. Exemple de schematiziri si modele : punctul material,
solidul rigid, gazul perfect (ideal), gazul Van der Waals, lichidul ideal,

atomul Iui Bohr, aton’h.{I din mecaniea cuanticd etc.
4. Unitdti de misuri, Mi#surarea este procesul fundamental in fizici.

A misura o n}&rime frseamnil a stabili de cite ori se cuprinde in ea o alti
mt’inmevde aceeasi naiurd, Yine definitd si aleasd prin convenfie drept unilate.
Notim cu [A] unitatea de misuri pentru mirimea fizici A si cu a
valoarea sa numericd, mistrati, atunci: '
de

aZ=A[[A], A =da[A] | : (1)‘

El):c: ngftatea [A] Sel niregte 0°n ori, valoarea misurati a se micsoreazi

_Orice misurare fizici este intotdeauna un proces de interacfiune intre
ob_:ectul _masurat st dispozitivul di m#suri, proces care modificd §i starea
qbwctuluz mdsural (pentru microparticule aceasti perturbare este p'rincipial
inevitabila). o

Nici o masurare fizicA nu este pufectd ; orice misurare fizici implick
tqtdeauna erori de mdsurare mai mari'sau mai mici. Odati cu dezvoltarea
stlintei“si tehnicii se perfectioneazi si tvhnica masuririlor, Astiizi in multe
domenii (de exemplu, fn optici si in agronomie) s-a atins o precizie de
misurare extrem de ipaltid. !

_In principiu, pentru fiecare mirime fizr4 se poate alege o unitate pro-
prie arbitrard, dar atunci legile fizicii s-a: exprima prin formule care ar
contine coeficienti numerici parazifi, depenienti de unititile folosite. De-
aceea, {inind seama de relatiile care existi iitre diferite mirimi fizice, se -
alege totdeauna un numir mic de mirimi, nunite fundamentale, 5i pe baza
acestora se construieste un sistem coerent de unviti, astfel incit in cele mai
frecvenie 5i mai importante formule fizice si disyara coeficientii paraziti.
Celelalte mirimi gi unititi, legate de cele fundamntale prin legi ale fizicii
se numesc mirimi si unititi derivate, ’



 Nu existi vreo lege a naturii care si ne impund -alegerca anumitor mi-
rimi drept mirimi fundamentale sau si ne indice numirul acestora. De
aceea, in principiu, s-ar putea alege o singurd unitate arbitrard pentru o
singurd mirime consideratd fundamentald, toate celelalte fiind astfel derivate,
(cu ajutorul constantelor fizice universale se poate consirui un sistem ,ab-
solnt® sau ,intrinsec de unititi bine determinate, in care foafe marimile
fizice s fie adimensionale).

5. Unititi fundamentale. In practici se aleg totdeauna cel putin trei uni-
titi fundamentale. fntrucit materia existid si se migcd in spatiu $i timp,
care sint formele sale de existenfi, se aleg in primul rind lungimea. 5i
duraia ca mirimi fundamentale. La aceste caracteristici externe aje materiei
se adaugd cel pufin o mérime caracteristici interni a materiei, cum este
masa sau sarcina eleciricd (curentul electric).

De exemplu, in sistemul CGS (Gauss) se aleg trei unititi fvndamentale :
centimetrul (C), gramul (G) si secunda (5). '

fn sistemul international SI (adoptat de Conferinta Generald de Miasuri
si Greutiti, Paris, octombrie 1960) se aleg sapte unitiati fupdamentale, din-
tre care numai primele trei (metrul, kilogramul si securda) intervin in
meecanici. , ,

Metrul a fost definit initial (1795) ca 1/107 din sfertu’ meridianului care
treee prin Paris §i pe baza misuritorilor de atunei (1792) a fost construit
un etalon (din platini-iridiu). Ulterior s-a definit metril ca distanta (la 0°C)
dintre cele dous trasituri (repere) de pe etalonul pasirat la Biroul Interna-
tional de Masuri si Greutati de la Stvres (lingd Pacis). Incepind din 1961
metrul este definit pe baza lungimii de undi Ak, in vid a radiatiei portocalii
a izotopului kripton 86 (tranzifia intre nivelele 2710 si bds):

1 m&T1650763,73 Aper @

Sezunda a fost definitd initial ca 1/86400 din ziua solari medie, Cum
rotatia diurn a Pamintului nu este uniforma /oscilatii de &~ 1075%), ulterior
(1956) s-a definit secunda astfel :

1 s %! 1731 556 925,9747 din awl tropic Ia, 1.1.1900. 6

Anul tropic este intervalul de timp dint® dou treceri succesive ale Soarelui
(in miscarea sa vizibild pe eclipticd), pria punctul corespunzator echinoctinlui
de primavari (punctul vernal). Anul cropic scade cu = 0,5 s pe secol, de
aceea s-a precizat anul 1900. ,

ncepind din 1987 secunda este definita pe baza perioadei T¢s a unei
anumite radiatii emise de atomii d: cesiu (¥; tranzifia hiperfind 4,0—3,0
a stirii fundamentale *S;p) :

1 %9192 631 770 T (1)

‘ f(ilogramul a fost definit mitial ca masa unui decimetru cub de api
purd la 4°C (cind are densitaie maximi) si pe aceastd bazi a fost construit
un etalon (tot din platina-tidiu), pastrat la Sevres. Ulterior s-a luat masa

acestui etalon drept-defini;ie. a kilogramului, .
' Dupa misuritorile atuale, 1 dm? de apa distilatd la 4°C are masa

m (1dm? api la 4°C) =0,999 972 kg (5)

-

si deci 1 kg de apa 12 4\ 4E VOLUMUL (UCLILILIA JUIGaia & fris iy .
V (1 kg api la 4°C) = 1,000 028 dm? 211 . (6)

Incepind din 1979 litrul este definit ca fiind identic cu 1 dm® (se pro-
pune si simbolul I, pentru a nu confunda pe 1 cu cifra 1).

Pentru mulfiplii si submultiplii diferitelor unitafi se folosesc urmitoarels
prefixe :

Multipli ; unititi Submultipli unitadl
deca- da- 10 ' deci- d- 107
hecto- h- 10% centi- [ pi )
kilo- k- 100 mili- m- 1w~
mega- M- 10# micro- p- 107
giga-~ G- o100 nano- n- 107
tera- T- 1012 pico- . ip 10
peta- P- 1018 femto- f- 1071
exa- E- 1018 atto- a- 107

Qe recomandi a nu se folosi simultan doud prefixe la aceeasi unitate

si a nu se folosi prefixe la numitor.

fn afara unititilor SI si CGS se folosesc pe larg citeva unititi tolerate,
ca de exemplu, kilogram-forfa (kgf), cal-putere (CP), torrul (sau mm Hg),
pe care le vom defini mai tirziu.

6. Formule dimensionale. Daci notim cu L, M, T unititile mirimilor
fundamentale lungime, masi §i timp, atunci pentru oricare unitate mecanicd
avem ecuafia : '

[[A] = L=MPT¥, ()

numiti ecuafie de dimensiuni sau formuld dimensionald a mirimii A fati de
mirimile fundamentale alese. Exponentii «, @, y sint numere intregi peantru
mirimi mecanice (pot fi frac{ionare in sistemul CGS pentrn mirimi neme-
canice).

Constantele care intervin in legile fizicii pot fi atit dimensionale eit i
adimensionale (in ultimul caz nu intervin in formula dimensionald),

Deoarece nu se pot aduna sau egala decit mérimi fizice de qgceeasi natura,
fiecare formuld fizica trebuie sé fie omogend din punct de vedere dimensional,
adici ambii membri ai egalitdtii, cit si fiecare fermen al unei sume alge-
brice, trebuie si aibd aceleasi dimensiuni fizice, altfel formula n-are sens.
Acesta este principiul omogeniidfii dimensionale a formulelor fizice,

Observim cii o aceeasi marime fizicA poate avea dimensiuni diferite
i?fsisteme de unititi diferite si doud mirimi de naturd diferitd pot avea
{ifvun sistem dat aceleagi dimensiuni (de exemplu, lucrul mecanic §i mo-
mentul forfei in SI); . ‘

Exeraple. a) Pentru- aefinirea unitayii de vitezi folosim legea miscirii rectilinil uniforme
AziAt = const. Cu o unjtate arbitrard pentru vitezdi, ecuatia miscirii se scrie x = kof, unde R
aste un. coeficient pumeric parazit. De exemplu, dacii [p] == viteza supetulul in aer la 0*G,
L =1m, T=1s, atunci k¥ = 331.
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Intr-un sistem eotrent do unitdpi punem % = 1, atunet

z L
= ——, = f] == —— = LT,
v=— i 2] ==}/l p L-T )]
de unde
[p}=1 m/s } SI sau [p] =1 em/s in GGS. (8"

Unitatea de piterd este egald cu viteza unui mobil care se deplaseazil rectiliniu uniform,
parcurgind unitatea de lungime (1 m) in unitatea de timp (1 s)

b) Pentru definiren unitéi}ii de accelerafie folosim legea vitezei In miscarea rectilinii
uniform accelerate, scrisi fard coeficient parazit :

_ -1
a=2"% [ =plf) =2 = L1, ©
T
{¢] = 1 m/s* in 5[ sau {a] = 1 em/s* in CGS; (9)

fInitaten di aceelerafic este egald cu acceleralia unui mobil care se deplaseazd rectilinin
mform accelerat st w £4T yitezdl creste cu o unitate (1 m/s) intr-un timp egal cu unitatea
)

7 Analiza dimensionald. Principiul omogenitéitii dimensionale a formu-
felor Fizieil ne permite sd gisim chiar forma unor legi fizice. De exemplu,
stiind din experwnte ¢ pericada unuvi pendul simplu depinde de lungimea
sa I si de aceeleraiia gravitationald g, scriem :

T = const. [%gh, (10)
nade o 51 B sint consiante. Trecind la dimensiuni:
T — LYLT-)P = La+BT-%8; (1
prin identificarea exponentilor, gisim
0—a-+8, 1=—28, de undea:—é—,ﬂ:——é—, (12)
deci perioada penduiului simplu :
’ T = const. \/I_/—ﬁ, (13)

unde const este o constanti adimensionalid de ordinul unitdtii (stim ci
este 2x). Vom Intilni §i alte exemple de aplicare a anpalizei dimensionale,

8. Obieetul meeanicii. Mecanica studiazi miscarea cea mai simpli a
corpurilor solide, lichide §i gazoase, anume deplasarea lor {n spafiu si timp,
precum i cauzele care o produc. ’

€inematica studiazd meigcarea in spativ §i timp, abstractie ficind de
cauzele migcérii, Dinamica studiazi miscarea corpurilor tinind seama de
fortele care o produc. Sfafica studiazi echilibrnl corpurilor sub actitinea
fortelor. .

Mecanica este capitolul de bazid al fizicii. Notiunile si legile mecanieii,
— forts, luern mecanic, putere, energic (cineticii, potentiald), legea funda-
mentald F — ma, principivl reciprocititii fortelor ete. — se aplici in
toate celelalte capitole ale fizicii. Mecanica este cea dintii aplicatie a mate-
maticii ta studind cantitativ §i canzal al fenomenelor naturii.

[

9. Observatii istorice. Cunostinte de mecanici existau Incd in antichi-
tate, mai ales in problemele de statici. Astfel, Arhimeds (287212 l.e.n.)
a conceput teoria pirghiei, teoria centrului de greutate (& 250 i.e.n.), a pus
bazele hidrostaticii, a fieut numercase inveniii tehnice. .

Dezvoltarea intensi a mecanicii incepe in epoca Renagterii. Leonardo
da Vinci (1452—1519) d& o teorie a mecanismelor, studiazi legile frecirii,
teoria planului inclinat, defineste $i aplici momentul forfei etc. Ghristian
Huygens (1629—1695) descoperd pendulul fizic, introduce nofiunile de forti
centrifugi, moment de inertie, centru de oscilajie. Pune bazele teoriei ondu-
latorii in ,Tratatul despre lumin&”,

Initiatorul dinamicii este Galileo Galilei (1564—1642) care a descoperit
legea inertiei, legile caderii corpurilor, legile pendulului ete. Legile dinamicii
si constructia mecanicii teoretice au fost date de Isauc Newfon (1643—1727)
in celebra sa carte ,Philosophiae naturalis Principia mathematica® (1687).
Tot aici se formuleazii legea atractiei universale §i se aplici la mecanica
cereasci. ‘ '

Mecanica a fost dezvoltati mai departe de Leonard Euler (1707—1783),
Jean d*Alembert (1717 —1783), Joseph Lagrange (1736—1813), William Ha-
milton (1805—1865) st altii. Stabilitatea sistemelor dinamice a fost studiati
de H. Poincaré (1854—1912) si A. M. Liapunor (1857—1918). Dinamica
corpulni cu mas# variabild a fost elaboratd de I. V. Mescerski (1859—1935)
si T. Levi-Civita (1873—1941). ‘

La moi in ari contributii valoroase in meecanica teoretici i aplicatad
au adus Anghel Saligny, Spiru Haret, Andrei Ioachimescu, Ion Ionescu,
Gh. Em. Filipescu, V. Valcovici, O. Onicescu {(mecanica invariantivi) si alfil.

10. Limitele’ meeanicii. Conceptiile mecanicii newtoniene au exercitat
o puternicd i indelungata influentd asupra intregii fizici. Astfel s-a nascut
conceptia mecanicistd asupra lumii, dupd care toate stiin{ele naturii trebuie
reduse la mecanici, toate fenomenele naturii explicate prin miscéri meca-
nice, legile naturii reduse la legi mecanice, Aceastd conceptie a fost infir-
matd la sfirsitul secolului trecut odatd em imposibilitatea reducerii feno-
menelor electromagnetice la migciiri mecanice. S-a incercat atunci crearea
unui tablou ,electromagnetic® al lumii, adica explicarea tuturor fenomenelor
prin cele electromagnetice. Dar nici aceastd explicatic mu este posibild,
deoarece fortele nucleare, de exemplu, nu pot fi reduse la forte electromag-
netice., Materia fiind infiniti si inepuizabild, nici o teorie datd nu poate fi
universald si ultimid (definitivi),

Domeniul de valabilitate al mecanicii clasice newtoniene este restrins
la corpurile de dimensiuni obisnuite sau mari (macroscopice) i la viteze
mici in comparatie cu viteza luminii in vid (¢ = 3.10° m/s). Pentru viteze
foarte mari, apropiate de viteza luminii, a fost creata (1905) mecanica relati-
vistd (Albert Einstein 1879—1955). Pentru particule de dimensiuni atomice,
a fost creati (1925) mecanica cuanficd (E. Schrédinger, W. Heisenberg,
L.: De Broglie, P.AM, Dirac si altii)s

Teoria gravitatiei a lui Newton a fost /depasitd de teoria generali a re-
lativitatii a lai A. Einstein (1916). e

Teoriile de mai sus sint calitativ deosebite de mecanica newtoniana, pe
care o contin insi ca un caz particular sau ca un caz limith (principiul
de corespondenti). ' '



PROBLEME l
1. Si we scrie ecuafla miscirii rectilinii uniform variate, dacd unitatea de vitezd [2] este
sgalii cu viteza sunetului In aer In condifii normale, jar unitatea de acceleratie fa] este egald
- sm mccelerajia standard (normaldl) a citderii libere,

R. ==z, -+ 331 vf + 4,90 af*.

2. Stlind ci presiunea exercitati de o coleand (piturd) de fluid depinde de tn¥ltimea
(grosimea) sa f, de densitatea fluidului o si de acceleralia gravitationali g 54 se ghseascd
formuia presiunii hidrostatice, folosind analiza dimensionali. N

R. p = const. pgh.

i i itati i i G mirime fundamentald, de exem-~

3. Se poate construi un sistem de unitifi alegind o singurd mirime utald, g
plu, a) Iungimea L =1 m sau b) timpul T =1 s i punind condifia ca viteza luminii c==1 sl con-
ataﬁta 1ui Planck # = 1. Ce dimensiuine vor aves atunci timpul, lungimea, viteza, accelerafia,

ia .
masahro:t)a,nt]atzri = 1 m = timpul de propagare a luminii pe unitatea de luingime (pe 1 m)

it = z/e), [p] =1 (adimensionald) = viteza luminii, [a] = L™ = 1/m; [m] = L1 =1fm;
l=I2=1/m2 [W]= L"1=1/m etc. . i

" b} L[l] = Tl= 1 s[;=] distanta parcursi de luminii in unitatea de timp (in 1 s),2 E]—‘.i:t

@dimensionali) = vlteza luminii; [e]=T"*=1s, [m]=T"=1/s, [Fl=Tt=1/s,

\W] =T =1/s ete. :

CAPITOLUL 1
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL

1.1. RELATIVITATEA MISCARIIL SISTEMELE DE REFERINTA

Deplasarea unui corp are loc in raport cu alfe corpuri. Firi aceste alte
eorpuri nu se poate vorbi de deplasare, care este totdeauna relativi. O de-

- plasare absoluti far# raportare la alte corpuri este lipsiti de sens. Relati-

vitatea migcérii este legatd de relativitatea pozifiei sau a spatiului. Nu se
poate vorbi de pozitie intr-un spatiu absolut, independent de corpurile aflate
in el, ci numai de pozitie fafd de alte corpuri,

Corpul care se considerd prin convenfie fix si fatd de care se studiazi
deplasarea altor corpuri, se numegte corp de referintd, de exemplu, camera
unui laborator, Pamintul sau Soarele. De corpul de referinti este legat
rigid un sistem de coordonate (prescurtat SC), de exemplu, un sistem cartezian
ortogonal de 3 axe. Pentru misurarea timpului trebuje ales un proces
pericdie, de exemplu oscilatifle unui pendul. Sistemul de coordonate pentru
mésurarea pozifiei si ceasornicul pentru misurarea timpului constituie un
sistem de referin{d sau reper (prescurtat SR).

Miscarea unui corp arati in germeral diferit in SR diferite. De exemplu,
in SC proprin, adicd fn SC legat rigid de corp, acesta este in repaus (SG
propriu prezinti interes, de exemplu, in teoria relativitatii pentru timpul
propriu, lupgime de repaus, masa de reoaus etc.). ‘

In principiu, orice SR este admisibil pentru descrierea miscérii unui corp.
Practic insid, se alege totdeauna un SR astfel, incit fenomenul studiat si
arate cit mai simplu (asa cum de exemplu, in geometria analitics, in diferite
probleme de intersectii, locuri geometrice, proprietiti ale figurilor, se aleg
axele de coordonate ¢it mai convenabil), Vom vedea ci din punct de vedere
dinamic, se evidentiazi o clasi foarte importanti de SR, numite inerfiale.

1.2. PUNCT MATERIAL, MOBIL

Un corp material este un sistem extrem de complex. O primi simplifi-
care este neglijarea deformirii corpului, adici considerarea corpului rigid
(distanfele mutuale dintre partile corpului presupuse fixe), Dar chiar si aga
migcarea este complexi. De aceea se studiazi mai intii miscarea unui corp



ale cérui dimensiuni §i rotatii proprii sint ngglijabilesin(zgﬁlg?gs ld;t:e ;t;::lslt]:ﬁ
i izat numai prin masa L
este punctul material, caracteriza : e e il material
iculd). In cinematicd masa nu intereseazi, aces
ngI;lfgnlifl n?wbil, adicid un punct geometric care se migea. Un corp oarecare
poate fi considerat acum ca un sistem de puncte matefmle. o
Un - i)unct material poate fi un eleci(:lron, o molclecuia. _gl ?;if‘rg,pggblic:;g
i i i iderat punct materi - :
cosmic ete. Un acelagi corp poate fi consider . lema
i i lobul terestru se poate apro
i tr-o alti problemi. De exemplu, g ‘ ! :
zilnlli;l iIlnlu'nct matgrial in miscarea sa de revolutie in jurul Soarelui, dar nu
in rotatia proprie diurni. _ o ‘
In fniscl?elrea de iransiajie, toate punctelle corpultux.se :;lxs;g &ggﬁiic,m?;
i si i zeaz:
iscarea unui singur punct al corpului caracter: ! ;
izggz ;E;iegului corp, indiferent de dimensiunile acestuia, deci putem aplica
modelul punctului material.

1.3. TRAIECTORIA. ECUATIILE MISCARI

: - 3 -~ » i -
Se numegte {raiectorie linia sau curba descrisi de mobil in ‘tl]lj’l?.lplill mis
i i tlal.
cirii sale, adicd locul geometric al punctelor prin ?are tre'ce 1mo N lar)
Traiectoria poate fi rectilinie sau curbilinie (in particular, cire .

. . . . it
Forma traiectoriei depinde de SC folosi .
Pozitia mobilului I2 un moment dat ! este determinata de coordonatele

sale, de exemplu, z, y, z intr-un SC ortogonal (fig. 1.1) sau altfel, de vee-

zh

451 o
= Trafectoria

»
N A | s

i Y/

Fig. 1.1

torul de pozifie 17: ale ciirui proiectii (componente) pe axele Ozyz sint tocmai
coordonatele x, y, 2z:

-»':_—b ™ }—{’,I‘2=IB+HG+22;
r 1’l+y]+z (1.1)

e e . - - i; ' 1
i, j, k — wversorii axelor, |i| =|j| =k} = 1.

-3 —n -

In figura 1.1 ¥ = 0P este diagonala spatial’ a paralelipipedulni, pune-
tul P se proiecteazi ortogonal pe axe dupd diagonalele fetelor in punc-
tele 4, B, C.

Conform principiului perfectei localizdri, se presupune cid punctul mate-
rial deserie o trajectorie continui bine deferminatd, ¢i in fiecare moment
ocupd pe traiectorie o pozitie bine determinats §i €d aceastd pozitie variazi
fn timp in mod continuu. Aceasta inseamni ci coordonatele punctulni ma-
terial z, y, z sint functii finite, uniforme §i continue de timp :

i

T =’f1(t): .U =f2(l'), z =f;3(l‘)’ (12)
T =ai+ 5] + K = (0T + L0 + AOE =70 (1.27

Mai mult, vom presupune ci funetiile (1.2) sint de doud ori derivabile, ceea
ce este in general adevirat (eventualele singularititi, de exemplu, in teoria
ciocnirilor, trebuie analizate special).

Cele trei ecuatii (1.2) se numesec ecuafiile cinematice nle miscdrii si repre-
zintd ecuvatiile parametrice ale traiectoriei, in care parametrul este timpul,
Prin eliminarea  timpului din (1.2) se obtin ecuatiile traiectoriei sub forma :

Fl(x: ¥, Z) =0, F'a(xs y, z} =0. (1-3)

Fiecare ecuatie de aici reprezintd o suprafati, jar ansamblul lor reprezinti
curba de intersectie a celor doni suprafete. )

Miscarea poate fi descrisa, de asemenea, cu ajutorul traiectoriei (1.3)

si a legii de miscare pe aceasti traiectorie, numiti si legea spafiului (deci
tot 3 ecuatii) :

s = (), 1

unde s este coordonata -curbilinie a mobilului, - adicd lungimea areului de
traiectorie misurati de la un punct origine O de pe traiectorie, {inind seama

de sensul pozitiv ales pe curbid, Presupunem functia (1.3") de doua ori de-
rivabila.

1.4. VITEZA PE TRAIECTORIE

Fie P si P’ pozitiile mobilului in momentele sit" (fig. 1.1). Daci s, &'
sint coordonatele curbilinij ale punctelor P, P, atunci As =5 — s — are
PP’ reprezinti deplasarea curbilinie a mobilului in intervalul de timp
At =1’ — 1. Deplasarea curbilinie As poate fi pozitivd saun negativi si ea
nu coincide in general cu disianfa parcursé de mobil lin intervalul Af (de
exemplu, dacd in timpul Af mobilul revine in P, rezultd As <0, in timp ce
distanta parcursi este diferiti de zero).

Viteza medie pe o portiune de traiectorie PP’ de lungime As, parcursi
in intervalul de timp Af, -se defineste prin raportul )

{0y - AsiAL (1.4)



Viteza insfanfanee sau momentan in punctul P la momentul { se obiine

trecind la limita P’ — P:

Dg._e—flim -é—'s- ..'———--d—s— =S’(f) 5&. ' (1.5)
at-0 At df .
r 3 K - " ¢ 1‘
adici se obtine prin derivarea coordonatei curbilinii s in raport cu timpu

" ; ’ vata
Daci v > 0, mobilul se miscd in sensul ales pozitiv pe traiectorie. Deri
>

st 13 ,
(1.5) existd in virtutea ipotezei derivabilitatil lui (1.37). .
- ecare se parcurg distante egale in timpuri ega!e. mig-
urbilinie uniformd (de exernplu, circulard uniformé)s
ursd si viteza pe traiectorie este

Exemplu, Dacd pe o trajectorie oar
carea se numeste uniformd pe traieclorie sau & €
1n acest caz deplasarea curbilinie As coincide cu distania parc

constantis

-

_A_S_ = ¢onst=p= -d—s- ’ Sds - Spdl, S(t) = Sc! + ol, (1.6)
Al at :
: in (1.6) d
nitiald (1a ¢ == 0) (fig. 1.2). Mal general, integrarea din (
unde s, = 5(0) este coordonata inifiald (la t = 0) (fig. 1.2) (1.69

3:_—_- % + B(t — to)s
v,5

I Sz S x4
' /:c‘bnst
V - O

Asz v(rz- i}l

\

N

N

T

t2

tgeev>h
a

0

Fig. 1.2

unde 3, este coordonata la momentul f,. Pﬁn trmare, coordonata & esta ({ funcmi::e [iniard de
timp‘:;i se Teprezintd grafic printr-o linie dreapti. Panta d:;eptel re.[::::m:j n:ta;i:. _—
i i = ipitd mal nainte, coincide cu Vi :
Viteza medie {v) = As/Ad, defini ez o
mobil fictiv care ar parcurge uniform aceeasi deplasase As In acelagi interval de timp :

1.5. VECTORUL VITEZA

iscirii i ie imphch asterea directiei §i sen-
suh::iunmc;gzggf am?]ﬁﬁﬁfﬁ. plgi:;r?;: tg;.’;z léggémgecg;leg:ntg 13. J::.raiecfo:ig;ei?::
sensul este dat de cresterea sau descresterea arcului s cind timpu §
(fig. 1.3).
Veetorul deplasare esf¢ prin de
" si lungime cu secania PP’. .
, Vectorul vitezd medie (3) se defineste prin raportul
5 AT : (1.7

<0)=-Kt

are directia véetorului deplasare, adicad a secan

g - - . - 1]
finifie Ar = Foe—T si coincide ca direclie

. tei PP'.
si

La limita P" — P (Af — 0) obtinem vectorul vitezd insfantanee sau mo-
mentani : :
pdet S 8 iy 7 (1.8)
‘At-0 Af df
Vectorul vitezid esfe derivafa vectorului de pozifie in raport cu timpul.
Cind trecem la limit3, secanta PP’ se roteste In jurul lui P §i devine

tangenti la traiectorie. Prin urmare vecforul vitezd momentand 7 are direclia
tangentei la traiectorie (este tangent la {raiectorie) (G. Roberval 1635).

‘

Fig., 1.3 Fig. 1.4

.

Deoarece Ia limitd lungimea arcului de curbi ds coircide cu lungimea
coardei subintinse ldl-'T, de exemplu, la cercul de razi R (fig. 1.4):

. =4 - . . .
[ar] _ jjg 18r] _ gy 2RIN(ABS2) L sin(AG/)
ds fass0 As a0 . RAD a0s0  ABJ2

unde AD este unghiul la centru (in radiani) al coardei de lungime
2 Rsin (A9/2) care subintinde arcul de Iungime RAD, rezulti ci derivata

dr/ds, avind modulul 1, trebuie si fie un versor, 5si anume in direciia tan-
gentei la curbi si in sensul cresterii coordonatei s:

dr P
s 1! —=1t |t = 1: 1.9
& rabl 1.9

b d
unde t esfe versorul tangentei (in sensul cresterii arcului §) (a nu se confunda

»

l

versorul tangentei £ cu timpul #). Prin urmare,

N - . N
podr _drds pds (1.10)
_ dt dsdt  dt
pectorul vitezd este fangent la fraiecforie si indreptaf in sensul miscdrii.
Ohservatie, D2 obicei notdm modulul unui vector cu literd fird sigeati IET =a, in (1.19)
insii, » =‘.s:= dsydt nu inseamnd moduluk {v_lt ci 3:|DT(;E dupé sensul migcarii), st anume,
viteza pe trajectorie seste componenta vectorului viteza v"iae directia tangentei la traiectorie ? f

b d b d - ’
_ 7= o, unde » = = ds/df = = ok (1.11)
in gomeral. din contest se intelege dack v este modulul vitezei sau componenta vectornlui
vitezs 7 pe directia tangentei la tralectorie (viteza pe traiectorie).



Pentru componentele vitezei intr-un SC cartezian orfogonal rezulta :

5o+ 0+ v;;ﬁ%;. =§t @+ g+ )=
(1.12)
=54 B R =07+ BOT+ RO,
b, = T fU0), vy = § = fall), v =2 = f3(t),
(1.13)

ua=v§-—|—v§—i—u§'—_—azz—l~y2—l—zz',=ff—{—f§—i—f§. ,

Componenia vitezei pe 0 axd este egald cu derivata in raport cu timpul e
coordonaiei respective (in SC cartezian ortogonal).

Derivatele existd in virtutea ipotezei derivabilitdtii functiilor (1.2) (ob-
servim ci, continuitatea functiilor nu implicd derivabilitatea ; existd functii
continue pe un interval si niciieri derivabile). " .

Legea de miscare pe traiectorie (1.3") s =f(f) se obfine din ecuatiile
cinematice ale migcarii (1.2) astfel:

u_—_~s=%,ds=vdt =t} vE4 s+ vz dt = 4-- %4 g2t d,
de unde i . 7
t . t _
s=5 4 [VETTFFEAd =5 L VT E+ fd. (114
1c A |

- . .
1n miscarea rectilinie directia vectorului vitezd v este fixa.

. Observafic. Spre deosebire de mecanica clasici, in mecanica cvaniicd particulele atomice
mu au o traiectorie bine definitii si nu au simulien pozilia i viteza bine determinate (conform
relatiflor de nedeterminare ale lui Heisenberg).

Exemplu. Fle miscarea recfilinie uniformd (pe scurt, unifermd), 7 = const. Atunet
. R .

- - —_ - -

=vdl. r=1r, +S pd! = ry 4 H{f — ). (1.15)
t,

Aceasta este forma vectoriald a legii de migscare
rectilinie uniformi (fig. 1.5). Ecuatia (1.15) este
totodatd ecuatia wvectoriali, parametricd (in . &
traiectoriel — linie dreaptd in spatiu. Pe componente,
proiectind ecuatia vectoriali pe axe intr-un SC car-
tezianm, avem : .

T 2= T, + Ut — B ¥ = Yot Bl — b
(1.16)
=2z + Bl — )

care reprezinti ecnatiile cinematice ale migcdrii uni-

Fig. 1.5 forme §i i acelagi timp ecuatiile parametrice ale

tralectoriei — liniei drepte In spatin,
Alegind axa Ox chiar pe dreapta wiseirii avem o singurd ecuatie:

+

dr
] dt
Alci » nu este modulul vitezei, ci o mirime algebricii (viteza pe traiectorie).

=, + ol — ;) (v ='-+a]-_ (1167

1.6. ACCELERATIA

. ay s L] - ind
_ In1_:r-o migcare curbilinie oarecare viteza » variazi si ca mirime si ca
d!recgle. 0.11_1.asura a acestei variafii este vectorul accelerafie. Analog vectorului
wvitezd, definim acceleratiile medie i instantanee (momentana) :

. - -3
> Ay odet A )

<a>=‘—', G:Iim-—-: :—h’ =; .
Yoy Vit (117
- d- dfda\ o -
d=—p=—-x —| =—— =7" ()=
o dt dt ( dt]i g ~T 0= (1.15)
- e nd > f&"" - - -
a=a;i+ a,j+ azk=?: = dita(yzi + vyj - v:k),

o

Qo =By =& = (), ay =0y = = fi' (), @& =b, =5 =f' ()3
(1.19)

2 -n Y ..2

. O =@t a =& P =R R

a w - i - y A An 3 - .
adica accelerafia a este derivata intiia a vitezei v squ derivata a doua a veclo-

. g nd ) .

rului de pozifie r, in raport cu fimpul f.

] Gompox'lente‘lenacceleratiei sint egale cu derivatele componentelor respec-
tive ale vitezei In raport cu timpul, sau cu derivatele de ordinul II ale
comidongtelor respective (intr-un SC cartezian ortogonal).

1o timp, ce viteza este totdeauna tangenti la traiectorie §i are sensml
migedrii, acceleralie in miscarea curbilinie esfe toldeauna orientatd spre ,inle-

P i g g
riorul* {traiectoriei, adicd spre partea concand a traiectoriei, partea spre care
se rotegte vectorul vitezei tangent la traiectorie (fig. 1.6).

Pupind v'eciio?_ul vitezd » dintr-un punct fix O, virfu}! siu Q va descrie
ln. timpul migcdrii mobilului o curbd numiti hodograf (W. Hamilton 1846)
(fig. 1.7). Acceleratia medie are. directia secantei QQ’ la hodograf, in timp

Hodograf
Fig. 1.7

Fig, 1.

ce accelerafia momentand este tangentd la hodograf. Viteza de deplasare
a punctului reprezentativ Q pe hodograful vitezei coincide cu acceleralia mo-

bilului (traiectoria mobilului este ,hodograful® vectorului de pozifie 1:5

Observatie, C.onf_orm formulelor \«.2), (1.12—13) si (1.19) misearea unui punct material in
spatiu se descompune in 3 misciri rectilinii ale proiectiilor sale pe cele 3 axe ortogonale de coor-
donate (MacLaurin 1742). In fiecare moment viteza i acceleraiia mobilului se compun (vecto-
rri_al) din vitezele si acceleratiile acestor proiectii (H. Resal 1862},

Viteza si acceleratia existd. functfile (1.2) fiind presupuse de doud ori derivabile.



1.7. €URBURA SI RAZA DE CURBURA

th cazul unui cerc, raza si R este totodati raza de curburi. Curbura se
defineste ca inversul razei de curburd: € = I{R. Cercul are deci in toate
punctele sale aceeasi curburd € = 1/R.

Trei puncte vecine necoliniare pe o curbd oarecare definesc un cere §i
un plan continind acest cerc (fig. 1.8). Raza acestui cerc da curbura ,,medie®

fauy

Fig. 1.8 Fig. 1.9 .

a curbei pe porfiunea P;PP,. Cercul limitd, obtinut cind P, 51 P, tind
citre P, se numeste cerc de curburd sau cerc osculator al curbei In punctul Py
el are trei puncte comune confundate cu curba (in P); raza sa di raza
de curburd si centrnl siu di centrul de curburd al curbei in punctul P.
Planul limiti se numeste plan osculafor, el contine cercul de curbura. Pentru
o linie dreapti R — o si C =0 (planul osculator devine nedeterminat).

O alti constructie echivalentd este urmitoarea (fig. 1.9) : ducem in doud

puncte vecine P, P’ tangentele it s5i planele normale (perpendiculare pe

tangente). Tangentele t, t’ duse in P definesc un plan, iar plancle normale
se taie dupi o dreapt3 perpendiculari pe acest plan. La limita, cind P - P,
planul tangentelor devine plan osculator al curbei in P, iar dreapta de
intersectic a planelor normale devine dreaptd polard, care trece prin centrul
de curburd si este perpendiculard pe planul osculator. Aceastd constructie
generalizeazd pentru curbe oarecare constructia similarid pentrun cerc (dacd
planul figurii 1.9 este planul tangentelor duse in P, atunci pentru o curbd
steimbi P’ va fi deplasat in spatele sau in fata figurii). ’

Prin definitie, curbura

as-0 As  ds m c do
unde AB este unghiul (in radiani) dintre doua tangente vecine, duse in dou#
puncte vecine la distanta curbilinie As intre ele. |

Din constructia figurii 1.9 se vede ci As/A0 este raza unui cerc care
aproximeazi arcul As, prin urmare la limitd As/A0 va da raza cercului de
curburd (osculator). _

Curbura C = d0/ds misoard gradul de abatere a curbei de la o linie
dreaptd : de la tangenta sa in punctul comsiderat. Curbura este egald cu
unghiul (in rad) dintre doud tangente la curbi in doud puncte vecine, ra-
portat la lungimea arcului de curbd dintre ele, saun altfel, curbura este

(1.20)

i

egali?} cu unghiul cu care se roteste tangenta la curbi, atunci cind ne de-
plasaxp pe curbd cu o unitate de lungime. In sfirsit, curbura este egali
cu ,viteza® de rotatie a tangentei in raport cu deplasarea pe curbi. Prin
urmare, curbura (gradul de abatere de la o linie dreapts) intr-un punct
dai_: al curbei este mare, daci este mare unghiul de rotire & tangentei pe
unitatea de lungime a curbei, in vecinitatea acelui punct.

Normala Ia curbi (adicii perpendiculara pe tangentd), confinuti in planul

osculator, se numeste normala principald (versorul n indreptat spre centrul
de curbgré). Nermala Ia curbd, perpendiculard pe planul osculator, se nu-
meste binormald; versorul ei se alege conform produsului vectorial :

= defl - -

=txn (1.21)

(in fig. 1.9 de la cititor spre figurd). Astfel, in fiecare punct al curbei avem

un triedru ortogonal (t, m, 133, numit triedru principal sau natural (sau triedra
Frénet),

Din figura 1.9 se vede ci
&
AD

_ 2[t] sin(AB/2) - sin(AB/2)

= - 1 i —¥ ( il = M
| 26 ADJ2 cind A -0, (Jt] =1);

prin urmare derivata dt/d0, avind modulul 1, este un versor. Cind P* — P
pe curbi (A — 0), versorul t’' se roteste in jurul lui P, astfel incit At

- - nd . . .
devmg perpendicular pe t gi orientat spre centrul de curburi, dupa versorul 1.
Prin urmare, in modul, directie si sens:

m-— =—— =1,

Avw0AD  db

(1.22)

Aceasta este prima formuld a lui Frénef.

Observa;ie: Un vector variabil u, dar de modul eonstan, de exemplu, un versor, nu se
poate d}"ci_t roti (modulul fiind constant). Deci ducindu-] dintr-un punct fix, virful siu descris
o curbi situatd pe o sferd (de razi egald cu modulul

wvectorului fig. 1.10 ; pentru wversorul T sfera este dese-
nati partial punctati in fig. 1.9). Variatia vectorului
do modul constant va fi egali ‘cu coarda (secantdi) la
aceastd sferd

|AZ} = 2lu)sin -‘2—9 . (1.23)
La limiti, cind AD— 0, AZ devine da-l,tangent la sferd,

dect perpendicular pe vector. Aceasta rezulti §i din
conditia ‘

{7) = const.

% = const — I-z-zlt?"—- 0, deci (?u_{_r._f.

(1.23)
Din (1.23) rezulti la Limiti : ‘

|da| = j-L;[dﬂ. =[1—1'I, daeil [lﬁ = const. (1.24)

Fig. 1.10



De aici rezults, analog demonstratiei date pentru versorul 1, ci diferen-
fiala oricdrui versor este egald in modul cu unghiul de rolalie a versorului

{l d€| —df), jar ca directie este perpendiculari pe versor, adicd derivata
unui versor in raporf cu unghiul de rofafie este un versor perpendicular pe ver-

it -~ =
sorul inifial| — =n 1 t}-
( do L

1.8. ACCELERATIILE TANGENTIALA SI NORMALA
Derivam (1.10), tinind seama de (1.22}:

-3 ey - Y —‘) s dt'
a = —= (vt} =vt4 bt ﬂvi—l—v—d—-s =
3

(1.25)
2 -
=vt+-—n=a,t + a,0 =a,; + 4,
2 . 3
g, == 88 s o, =2, a=0. (1.26)

Prin urmare, in fiecare moment accelerajia a se aftd tn planul esculafor al
fraiectoriei i se descompune intr-o componentd fangenfiald a, de-a lungul

tangentei la traiectorie, deci paraleld cu viteza v (dach v creste, atunci
a,>0), si o componenti normald pe traiectorie a,, indrepiatd spre
centrul de curburd {numitid gi ac-
celeratie centripeti).

Componenia a, se daforeste pa-
rigfiei modulului vitezei, iar compo-
nenia a,, se daloreste variafiei di-
recliei pifezei.

O varianti a demonstratiei re-

zultd din figura 1.11; A,}: provine
din variatia modulului vitezei (se

-
anunleazi dacd v° ==1p), iar ALy pres
vine din variatia directiei vitezei

Fig. 111 : -
(se anuleaz# daci v nu se roteste) :
Apl o —v| |Ao} }dv
At At At dt
(1.27)
Aw| _ 20sin(AB/2) _ sin(A8/2) AB  d6

At At - Ag2 At dt
La limita cind P’ — P(AD — 0), Aw devine paralel cu ? (sau cu t), iar Aoy
devine perpendicular pe u-*(sau Pe t—)’ deci paralel cu n. Prin urmare, In
modul, directie si sens: .

dw . Ap  de 7 d,v — lim Anv £ D-EE 2 (1.28)
dat At-0 Al di d: at-0 Af d:

——— m-——==-—

§i deci

-

-~ .. Ap 1, 0+, = dp.  dp
g =Jlim-— = lim— (A =& L
A0 Af  At0 At( &+ Aup) dt dt
) (1.29)
dy » - e -

de - de b d T
=t U — N =0t - DD = It - —
& & «{-vds $n =it - 7 n,

o 0 miscare czurbilinie este totdeauna acceleratd din cauza variatiei direcfie
vitezei (a, = /1_? # 0). Dacd a, =d =0 (v = const), miscarea este uni-
j’on_nc‘i pe traiectorie sau curbilinie uniformd si acceleratia se reduce la accele-
rafia normali a,. In miscarea rectilinie @, = 0 (R — o).

Aplicatii
a) Dacd viteza pe traiectorie v variazi cu cantititi egale in timpuri

egale, miscarea se numeste uniform variatd pe fraiectorie sau curbilinie uniform

:g;zcitfi (de exemplu, circulari uniform variati) si acceleratia a, este con-
nta :

Ap dv . . 3
Xt = const =Et- = a,,S dv =Sa,dt, v =10, + a,t —1,),
| (1.30)
Sds = Svdl =S(b‘o A at — f))dt =5, vo(f —to)+ ‘%‘ a,(f — to)z H

sau mai simplu (daci conditiile initiale, pozitia s, si vitez
momentil o i pozitia $; § a U,, se referala

: 1
D=1, -F at, s=5,+ vt + —E-atta. . (1.30") .

Eliminind timpul ¢ rezultd formula generald a lui Galilei :

v* = 0§+ a5 — 5,), (1.31),

i eliminind accelerafia, rezulti

Vg v

8 =8+
‘ 2

Uy -+ 1
A €1.32)

(t — o) =35+ <O — to)s <P> =

In miscarea uniformvariati rectilinie (Galilei 1638): R — o0 §i a, =0,
astfel incit in (1.30—31) a, coincide cu a.

Grafic, viteza se reprezinti (in functie de timp) printr-o linie dreapti.
Panta dreptei reprezinti acceleratia tangential4, jar aria mirginiti de dreapti
reprezintd deplasarea curbilinie As. Coordonata s se reprezinti printr-o
parabold (fig. 1.12). Panta tangentei la paraboli reprezintd viteza. Viteza

se anuleazi fn dreptul minimului (@, > 0) sau maximului (@, < 0) parabolei
(deoarece v = §).



in cazul ﬁ, < 0, (v, > 0), miscarea este uniform incetinitd sau frinata
(intirziatd) pe traiectorie si existi un moment f, cind corpul se opreste
(v =0);

7
p==p, L at=0 = — — =
ag

2 2
Uy Uy Dy
B0l sy — = 5

2a¢, = 2la

(1.33)

a,

_——
.

1
1
i
|
S I I e _I'... 1
]
!
i

e

.,

o6
* i
IN i
tgoe = @<l v
O

Fig. 112
s

Atingind distania maximi sy, corpul se opregte si apoi se intoarce accelerat,
parcurgind aceleasi puncte cu viteze de acelagi modul, dar de semn schimbat.

Tn cazul a,>> 0 (y, > 0), migcarea este uniform acceleratd, dar fIaca
prelungim miscarea in trecut (f < 0), vom gisi §i o etapi de migcare 1nce-
tinitd (fig. 1.12,a).

in cazul miscarii rectilinii, bineinteles a, coincide cu a. ) )

Din (1.30) rezultd cid unitatea de accelerafie este egald cu acceleratia unut
mobil in miscare uniform variata, a cirui viteza creste-cu o unitate (1 m/s)
fntr-un interval de timp egal cu unitatea (1 s):

a ﬁ%ﬂt ~[a] =[o}fft] = LT =1 m/s* in SL (1.34)

-3 B o
b) Mai general, fie o miscare cu vectorul accelerafici constant a = const
(miscare uniform variatid generald). Atunci '
- t .
a =.g.‘i_> do=adi— 0= 1, -{—SE&I[ =y all—1).  (1.3D)
t , B
} _ N
“Aceasta reprezinti de fapt ecuatia vectoriald, parametrici, a hodografului
_vitezei — o linie dreaptd (fig. 1.13). Mai departe,

- H H
;=£}aLJmJ=E+Sﬁn;&+ya+ab4mﬂ=

io ' [ 21

(1.36)
= To 4 valt — to) + % a(t — o)™

— e - - . . -
Daci v, 'este coliniar cu «, obiinem o migcare recfilinie uniform variata.

Altfel mi#éarea este plani in planul definit de vectorii Do 5i a 5i ecuatia
(1.36) reprezintd ecuatia vectoriald, parametricd, a traiectoriei, care este

. w3
o parabold in acest plan, cu axa de simefrie paraleld cu a, §i cu concavi-

i gy e G T

§
1

e et e et e

Fig. 1.13 ' Fig. 1.14

tatea __qrﬁieptatﬁ, bineinteles, in sensul lui a (fig. 1.14). Daci alegem axele

P e . -
de coordonate Ozy fn planul migcirii cu axa Oy paraleld cu @, atunci pe
componente (proiectim ecuatiile vectoriale pe axe):

Vg = Upg Ix == Xg - Voal{l — 1o)

vy =y -+ alt— 1) $i 1 Y = Yo + vay(f — io)—I—-é—-a(i.'—d‘.,)2 (1.37)

. =0) e=zo |

. (¢, =0, ay, =a, a, = 0),
de unde, eliminind timpul, rezulfﬁ ecugtia traiectoriel :
ye=got L (z — :ca)+ii (& — T, (1.37%)
Vog 2 g

care este o parabold (fiind de forma ¥ = Ax® 4+ Bx 4 Q).

1.6. MISCAREA IN CIMPUL GRAVITATIONAL (in vid)

Experienta cu tubul Ini Newton — tub vidat, suficient de lung, conti-
nind diferite obiccte — arati ¢i foafe corpurile cad in vid cu aceeasi accele-
rafie g, independenti de masa, natura, dimensiunile sau forma corpului.

Vectorul acceleratiei -_(} este orientat vertical spre centrul Pamintuiui. Acce-
leratia gravitationald ¢ variazd cu altitudinea, si chiar la mnivelul mdirii,



i usor cu latitudinea, datoritd turtirii Pamintului la Poli i rotatiei
;?::‘i?: ]asecuator' gx == 9,7805 m/s? la pol gp = 9,8322 m/s?, la'parale!a 45° :
go = 9,80616 m/s® . . ] _ .

In aer, pe ling¥ greutatea corpului G = my, actmneaz.ﬁ i .forta de rezis-
tentd a aerului F,. Pentru corpuri mici i grele G » F, gi obtinem rezultate
apropiate de migcarea in vid, :

1.9.1. MISCAREA PE PARABOLA:

Alegind axele ca in figura 1.15 (viteza inifiali 7o in planul Ozy) avem :

d -
=P g 0, g (@,=0), (1.38)
t dt

‘de unde prin integrare :

ix = Uy = Uz Li'y‘ = Dy = Doy — g, (v: =05 = 0 (1.39

dt di
si printr-o mou# integrare : .

T =1Iy+ Vozl, Y = Yo+ Doyl — -;gt?, (z2 =2=0), - (1.40)

Paz = Up COS &g, Uy = Dy Sil Xy,

Migcarea este pland. Constantele de integrare au s:emyific?txa df-, \ilt::;iilf ;;1;
tial si pozitie initiald (la t ==0), Pe or}zontala Proxf:ctxa”P se migcd Hform
cu viteza v, = b, c0S &, iar pe verticald prmect}a P se migcad umlo
variat cu ‘viteza initiald v,, == b, sin«, §i acceleratia ¢y = — ¢

Eliminind timpul din (1.40) se obtine ecuatia traiectoriei, a pdrabolei :
1 2
r g(z — 3)° (1.41)
—_ = {T — &y — ———————"* .
y T% - ¢ ) tg ¢ 203 cos® o
Y v Vy 5V
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i implifi =Y = 5 calculim indltimea maximai
Alegind pentru simplificare T, =¥, =0, sd calculam i I
Ym 2 :Ig'aiectgriei si distanta maximi b pe orizontald (bataia). Avem pentru
coordonatele maximului traiectoriei :

1 . 1 - o
y@)=0- x,,.:-é—quﬂ sin 2 ¢y, Um -——-?gvﬁ sin® o, (1.42)

sau altfel

1 .
by=0 =ty =—rpgsing,, (1.43)
g

care introdus in (1.40) di zg, ¥.. !
Din simetria parabolei sau din.conditia y =0 rezulti bdtaia b:

1 .
b =2x, =—visin 2, dupd T =21, =—?—~ Uy Sim o, (1.44)
g g

Parabola de
sigurantd

i/ g
Fig. 116

Existii fnck o parabold care atinge tinta M (fig. 1.16), sub unghiul com-
plementar xf2 —a,: '

b =—1-v§sin2(1— azo) =-3-v§sin2a.;
g 2 g

Pentru p, dat, biitaia este maximi daci dy =457 ;7

- Dmaz = U3[9. (1.45)
Dach @, == 7/2, obtinem cazul aruncirii in sus pe verticali.

Timpal de urcare (egal cu timpul de coborire) si Indl{imea maximi sint
fn acest eaz:

fo =20 by =22 (1.46)
_ | g 29 ‘
care se pot obtine 5i din (1.33) punind a; =— g.

Traiectoria reald, {inind seama de rezistenta aerului, nu.mai: este o

parabold, ¢i aga-numita curbd balistict (fig. 1.15), sensibili la forma corpului.

Observafie, Miscarea in clmpul gravitajfonal terestra tn vid (;=const) este o miscare
vniform variatd generald si conforin Iui (1:36) se scrie vectorial mstfel:

- - 3 e - - 1 =
D=0, gf, I =1 + ”ot"l"?g“- (1.47)

Proiectind aceste.ecualii pe axele unul SC ortogonal convenabi, regisim ecuafiile (1:39—40)



1.9.2. PARABOLA DE SIGURANTA

Pentru a atinge un punct (z, y) dat, unghiul &, de aruncare trebuie si
verifice ecuatia (1.41) (alegem originea 0 in punctul P, de aruncare, atunci
Ty =Yy =0): ‘

y=xtga,—% (1 + tg? a).” (1.48)

Aceasta este o ecuatie de gradul doi in raport cu tg oq.
Daci discriminantul acestei ecuatii,

2 a ’ o
Ay 5 (1.49)
2¢ 20k :

este negativ, nu avem soluii reale pentru tg o, dect punctul (z, y) nu poate
fi atins. Daci discriminantul este pozitiv, avem doui solutii reale distincte
pentru tg , : punctul (x, §) poate Ii atins prin cele doud traiectorii para-
bole distincte. Anulind discriminantul, obtinem ecuatia asa-numitel para-
bole de siguranid ‘

y =2 _ = - (1.50)

locul geometric al punctelor atinse de o singurd traiectorie. Pentru punctele
exterioare parabolei de siguranta discriminantul este negativ §i nu avem solutii
reale pentru tg «;.

Daci se aruncéd corpul cu aceeasi vitezd p, sub diferite unghiuri «,,
atunei toate traiectoriile parabole sint infigurate de parabola de siguranid
(de fapt un paraboloid cu axa Oy), care este atinsd de o traiectorie datd
intr-un punct de abscisd $i ordonata:

x, = 3G tg oty > Tus Yo =§g— (1 —ctg® %) < Um {151

Numai punctele situate sub aceastd parabold de sigurantd pot fi atinse de
un corp aruncat cu viteza initiald v, (prin doud traiectorii daci tinta este
interioard §i printr-o singurid traiectorie dacd tinta este pe parabola de
siguranta). ' o ' . '

1.10. MISCAREA CIRCULARA
Viteza pe traiectorie sau viteza liniard este (R =coﬁst, % in r'a'diani,
fig. 1.17) : - BN ’
ds _ d(br) _ db
df dt ~ dt

R = ﬂ)R, . L .~:(1.52)#
. unde

PR Shab ey (1.53).

este vileze unghivlard (instantanee san momentani). Acceleratia tangentiald
este : ' J '

dr do
:—ﬂ—Rr_ R,
STRRFTE (159
unds
carde 49y (155
di de (1.95)

este acceleralia unghinlard (instantanee) in miscarea circulari. Acceleratia
normali sau centripetd este: '

UE ' 'f». - V V ’
ty =5 = wy =6"R .. (1.56)
si acceleratia totald : - .
t =& F & =R+ o (1.57)

Viteza si accelerafia pot fi scrise wvectorial daed introducem wecforul
- .
vitezd unghiulard o situat pe axa cercului in sensul dat de regula burghiului.

» - s - . - - - - -
Atunci vectorul acceleratie unghiulari £ = @ va {i situat pe aceeasi axi

(Zlie) (fig. 1.18).
Se vede imediat ci

R, (1.58)
- 0B =—2LR (1.59)

Fig. 1.17 Fig. 1.18

~ Exemple, a) In cazul miscirii circulare uniforme se¢ parcurg arce egale in timpuri egaje :
AsfAt = const = v, Atunci @ = v/R =const, e = @ = 0, @, = ¢R = 0, dar a, = ?{R % 0!

AD ~df
~ = const:E =w- 0= Swdt, 3.= 0, + w(t — 1)

sau. 0 = 0, + wf, dacdi {,=0. ©(L.80)
Unilutea de vitezd unghiulard este ogaldl cu viteza unghiulardi a unui mobil care Intr-e
migeare cirenlard uniformd descrie un unghi la centrn de 1 rad in unitatea de timp (1 s}

i{ ] =[0)[f] = T =15 ta SI (sau 1 radfs). {1.61)

o =



Frecvenia v sau turafia n se exprimi prin o astfel

v=n=-2 , == 2Ty, {1.62)
2w
[v] =157 = 1 Hz, [n] = 15! sau rot/s. (1.63)

Perioada (timpul unei rotafii complete) este
Te=-=""3 [T] =15 (1.64)
[

b) In miscarea circulari newniformid  este variabil, functie de timp. De exemplu,
In migcarea circulard uniform variald avem 3

'A_(.o = Con5t=-d—0~)- =g, & =ty + &f, (1.65)
At dt
d_B =, 0= Smdt =0, + coat—}-—}-st’,
di 2
o =) + 20 — 6, (1.66)
=0+ 22, _ g 4 (wd, (o)== 2T ‘°"+“’ (1.67y
Numirul de rotalii efectuate:

= (0 — §): 2. {1.68)

Unitatea de aceclerafie unghiuiard este egald cu acceleratia unghiularf a unui mobil aflat
In migcare circulari uniform acceleratd a cirui vitezii unghiulari creste cu o unitate (I rad/s)
tntr-un interval de timp egal cu unitatea (1 s)

e = i—‘;’ y [el= [[(t']] = T2=15" (sau 1 rad/s?. {(1.69)

¢) Existd o analogie intre miscarea circulard (uniformi, uniform variati cte.) st miscarea
curbilinie sau rectilinie corespunzitoare (uniformi, uniform variati ete.), mai exact intre
mifrimile unghinlare si cele linfare, in baza formulelor (1.30—32) si (1.65--67). Mirimile care:
se corespund sint urmétoarele :

Miscare curbilinie Miseare circulari Migcare curbilinie Migeare cirenlarid

{mirimi liniare) {mirimi unghiulare) (méirimi lintare) (mirimi unghinlare)

s 6 »* = v} + 2a;5 o = wf -+ 2¢0
t t

] - s=v‘,—[-vt G=m°+ml
= w=2~0 2 i
s==5 + vt 6=0,4 ¢ In = — o/t In = — wyfe
a; ZE):; 52(_,3:’6. sm:“v§!2al O = — mgl‘25

‘ p=uy - gt tD_=c0u.—Jl-sliL

A . .

8=so+vui+—f—2— ad? 0=0, -+ mot+—2~ el

1.11. MISCAREA OSCILATORIE ARMONICA

Proiectind punciul P care se mised uniform pe cerc (fig. 1.17), pe dia-
metrul AA” al cercului, obtinem (notfim aici raza cercului cu A):

z =Acos0 =4 cos (e + o). - (L70)

Miscarea punctului P’ de-a lungul deeptei AA’, descrisd de ecuatia (1.70),
se numeste miscarea grmonicd (sau sinusoidald) si joacd un rol important
in naturd. Mirimea @ se numeste elongefie si reprezinti distanta punctului
pind la centrul miscdrii; A este amplifudines miscirii, adicd elongatia ma-
ximi (— A €2 € 4); argumentul 0 = wf 4+ « se numeste faza miscirii,
z este faza initiald (adicd O pentru { =0); © =2y ==2x/T se numeste
frecvenfa unghiulard (sau pulsatie). Viteza si acceleralia punctului material
sint: :

D =% = — oA sin (of - @) = wA cos (cot -+ oc), 1.71)
— oA €0 g wd,

a4 =0 =% =— &4 cos(wf + «) = 0?4 cos (! -+

— ’A'g a € A

o) = — o, (1.72)

Viteza este defazati inaintea elongatieil cu =/2 sau T/4, iar acceleratia
wu = sau T/2 (fig, 1.19). Viteza se anuleazi cind elongalia este maximi i
invers, viteza esle maximi pentru 2 =0 (de exemplu, oscilajiile mici ale
unui pendul sau oscilatiile verticale ale unui corp suspendat pe un resort

x,v,a

-0

=4
-4

Fig. 1.19

elastic). Acceleratia este in opozitie de fazd cu elongatia 5i proporfionali
cu elongatia, fiind indreaptata tot timpul spre centrul miscirii.

In ecuatia (1.70) poate fi luat tot atit de bine si sinusul in locul cosi-
nusului (adicd proiectia mobilului pe diametrul vertlcal), aceasta revinela
schimbarea fazei inifiale cu =/2.



' 1.12. PRODUSUL SCALAR S$I PRODUSUL VECTORIAL

1.12.1. PRODUSUL SCALAR

Expresia analitici a produsului scalar intr-un SC orfogonal se obiine
astfe] :
Deoarece

] 2

i =7 =k =1,7] =7k =Xi =0, (1.73)
rezulta imediat :
= (i + ay] + a.X) (bh 4 byJ + bK) = a b, + ayb, + @b, (1.74)
Pe de alti parte (notdm |c?l ==4q, ]f}aj =b):

@b = ab cos (a b) de unde cos (a 3) Hibb- (1./3)
a

Produsul scalar este nul, daci vectorii sint perpendiculari.

Exemplu :

-1 e -3

¢ =at =a2 +at+ai=10a’ r =2+ p* 2 =17 {1.76)

o2 .
(patratul scalar « este egal cu patratul modulului ¢?), de unde prin derivare
in raport cu un parametru:

(@) = (@) = 2(ad, + ayd, -+ a,a,) = 2aa = 2ad. (1.77)

1.12.2. PRODUSUL VECTORIAL

Expresia analitici a produsului wvecforial intr-un SC erfogonal se ob-
tine astfel :

Deoarece :
—Tx 7=k xk=0, i =3 (1.78)

rezultil imediat :

1

XD = (tad + ay]+ &5 X (bi-F b,J+ 5K = (@b, — ab,)i +
F(@hs — @57+ (@by — aybo)k (1.79)

sau sub formi de determiuant:

2

ISR

- [ _]’
a X b=la, a, a;|, {a e b] = ab sin (g, b). (1.80)
1 e by .

Qz-'

Doi vectori paraleli au produsul vectorial nul.

1.12.3. PRODUSUL MIXT

Cu ajutorul formulelor de mai sus putem demonstra expresia produ-
sulni inizt, care este simetric Ia permutiri circulare:

Uy Uy €,
@b X &) =|by by by| =D x d="(d X by=(a, b, ). (1.87)
Cy Cy C;

Dach doi vectori din produsul mixt sint egali sau paraleli, produsul mixt

este nul.
Produsul mixt este numeric egal cu volumul paralelipipedului construit pe

cei trei vectori.
1.12.4. DUBLUL PRODUS VECTORIAL

Folosind expresiile analitice de mai sus, putem verifica urmitoarea dez-
voltare a dublului produs vecloriel :

&% (D% o) = b(ac) — c(ab). \ (1.82)
PROBLEME

1.1. Care este hodograful : a} vitezei; b) acccleraliei, uneci pietre aruncald sub uxn unghi
wp fald de orizontald cu viteza initjald v ?
R. a) Segmentul de dreaptii: v, = v, COS &y tpy,| < v sinog ;5 (fig. 1.20);
b} Se reduce la un punct.

LAY y
s p
-

57 s
e ‘g
1.20 U
Tig. 1. e
[\\{‘WO%CUS"‘O Ve

~
~
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1.2. Care cste hedograful vitezei si acceleratici unei particule in miscare eirculard wni-
formi cu viteza v pe un cerce de razii R?

R. Cerc de razii p; cere de razd p*[R.

1.3. Carc este hodograful vitezel unei particule in miscare circulard uniform variatdi?

R, .Spirala* »? = Refes? 4+ 2e(0 — O)] = v} + 2a,1(0 — 6,).

1.4. Un corp aruncat oblic in cimp gravitalional in -vid atinge millimea nraximdi

k= 14,7 m, raza de carburdl a traiectoriei fiind jn acest punct R = 9,8 m. Si se afle viteza
initiald p, i unghiul ei o, cu orizontaia,

R. v, = Vo2k + R) = 19,6 mjs; @, =avctg Y20/ R = 60°,



15. Un corp sc mised pe o traiectoric dupd legea s = 0™" — ¢* (b, ¢, n — coustante
pozitive), la momentul inifial { = 0, coordonata inifiald fiind s, = 0. Si se deducd legea
variatiei vitezel in functic de timp.

n—1
n—1 _
b

1.6, Intr-o miscare tncetiniti diagrama vitezei in functie de timp este reprezentati
printr-un sfert de elipsi din primul cadran (fig. 1.21), Viteza ini{iali cste ¥, = 10 m/s s}
timpul pind la oprive I, = 40 s. 54 sc¢ calculeze distanfa s, parcursit pind la oprire.

R. &, = — byl = 314 m.
4

"4
Vﬂ
Flipsd Fig. 1.21
]
9] ¢ £

! m

1.7, Cunoscind aceeleratia tangentiali ¢, = f({} si timpul pind la oprire #, al unui mobil,
s& se serie legea vitezei in funciie de timp si 53 se exprime distanta 5, pind la oprire printr-o
singuril integrali, ) ’

tm tm
R.o=— S fidt; sy = — S!f(t)d[. ,
1 "o
1.8, Ecuatiile cinematice ale misciril unui mobil slntf z=A cos ol y = B sin wf,
({i. E, v — constante pozitive). 54 se afle: a) traiectoria ; b} viteza oz, y); ¢) hodograful
vitezel; d) acceleralia totall a si acceleratin normali a,, ; ¢) raza de curburid a traiectoriel.
R. a) Elipsa x*/A? L p*/DB* = 1 parcursdi in sens trigonometric; b) v = ABolh = wD,
m.ulc h= ARV Rz + A'y* cste distanta de la origine (centrul elipsei) pin3 la tangenta la
elipsi, D’ = semidiametrul conjugat cu raza vectoare; e) clipsa vyiA% v | B*=a* (asemenea

cu trajectoria) ; d) @ = wr, r =Ya* + y%, orlentati spre centrul elipsel, @, = w®h; e} R=
= A*BIS,

1.9, Un mobil descrle uniform cicloida (fig. 1.22)

# = R —sne), y = Rl — cosx)

Fig. 1.22

en viteza constantd v. Si se arate cit proiectia acceleratici mobilului pe axa Oy este constanti.
Cicloida este curba ‘descrisi de un punct dal a) unui cerc de razd R care se rostogoleste
fira lunecare pe o dreaptd fixi (Ox). :

Reciproc : Un mobil se msicd uniform pe o curbd plandi cu viteza constantd v. Si se
giiseascii ecuatia curbei, dacd proicclia accelerafici pe o dreaptd din plan care taie curba,
este constantii (@, = const < 0).

R. n) a, = — p*[4R; b) cicloida (pentrz {=10 alecgem x=0, y' =p x=y7=0):

x = Rarccos (1 - -—%-} — Vy(2R — y), (R = — v*}da,).

1.10. Un lan} (sau un fir omogen) suspendat de capetele sale ia sub acfiunea greuti}ii

forma curbei ,Jiniisor* (cosinus hiperbolic) :

y = beh - = 2 (= 4 e7=), (b = const).

Un mobil se deplascazii uniform pe lant cu viteza -constantd ». 83 se calculeze acceleratia s
raza de curburdi in funciie de pozijia (x, y) a mobilului.
R, a = by, R=y*h

1.11. Si se arate cii alegind convenabil scirile pentru vitezd si accelerajie, unghiul sub
care se vede vectorul acceleratici normale din virful vectorului vitezd este cgal cu urghinl
sub care se vede vectorul vitezd din centrul de curburd al traiectoriei.

1.12, S4 se calculeze, in funciie de vitezd si acceleratie, lungimea coardei interceptate pe
cercul de curburdt de cétre linia de acfiune a accelerafiel. '

R, [ = 2pa.
1.13. Un mobil descrie o traiectorie pland astfel, inecit v, = ¢ = const. $d se arate cil

atunci acceleralia se scrie
a= v |Re,

unde v este viteza mobilului si R raza de curburi.
1.14. S3 se arate ¢i in cazul unel misediri plane viteza pe traiectoric a mebilulul se scriet
» = -+ K@,

vnde R este raza de curburd a traiectoriei, iar § unghiul dintre vectorul vitezd (sau wversorul
tangentei la traiectorie) si o dreapta fixd din planul misclirii.

-1.15. Un, mobil se miscd in plan astfel, incit unghiul « dintre vitezd §i acceleratie este
~unstant. Si se arate ci viteza pe traiectorie a mobiluluf se scrie

p pp(6—Diletg

unde 6 esle unghiul dintre vectorul vitezel (sau versorul tangentei la traiectorie) si o dreapti
fix4 din plan. ‘ .

1.16. Ecuatiile migcairii vnui moebil sint urméitearcle ;
r=rcoswl, §y =rsinwl, z=27¢, ( o, ¢ — constante pozitive).
S& se afler a) viteza ; b) hodograful vitezei; ¢} accelerafia; d) raza de curburd.
Rt. Traiectoria este o elicc (dreaptd) de razid r gi pas i=¢ —21:; unghiul de inclinare
(O]

tgo = 2rrfh = rafc; a) v =Vret - ¢* = ro/sin« = const ; b) cercul rZ 4 vy = Riw? din
planul #, == ¢ (viteza descrie suprafaja umumi con); ¢} @ = g, = re® = v*sin® afr = V*/R,

a_i_L Oz 5i tale Oz; 4) R =r/sin®w.



1.17. Un mobil se mised uniform variat pe un cerc de razi R = 10 cm. $3% se afle acce~
lerafia normald a, a mobilului dupd ! =20 s, stiind ci dupf N, = 5,0 rot de :la pornire
viteza mobilului a fost sj= 10 cm/s, : -

vl o
R g, =—"— =10 cm/s".
16 m2 NI R? )

1.18. Un mobil se mised pe o traizctorie circulard dupi Iegea s = o8, unde ¢ = 0,10 cm/ss,

84 se afle acceleratia tangentiall a; in momentul cind viteza este » = 0,30 m/s.
? R, = 230 = 6,0fcm /st " ' e

1.19. Un mobil se migci pe un cerc de razd R astfel, incit unghiul o dintre vitezd si
acceleralie este constant. S3 se exprime viteza In funclie de timp, viteza inifiald fiind »,.
B R

R 2= —M—
R—yplctge

1.20. 5a se calenleze amplitudinza A si pericada T a oscilafiiler armonice ale unui mobil
canoscind vitezele mobiluluf »,,. corespunziitoare clongaliilor xg,s.

2.8 2.2 4 4

vix; — vir . ] Xi—

n A= et S L /___j
2 2 lvz_uz

1 2

v} — b}

1,21, Doud particule se miscl cu vitezele constante 2,... La un moment dat ele au vec-
=
torii de pozitie ry,,. Care este condilia ca particnlele si se ciocneascd ?

= - - -3
D—V¥.  Ta— I
! - - - -
]vz‘—‘ z I's — I

1,22, O particuld porneste cu viteza initiali v, avind aceeleralia a = +m2x Si se afle legea
vitezel si legea miscdrii.

— 7
BR. 2 =)ol F ot = D clt oo 1 T —=5h ool
‘ ©

1.23. O particuld descrie o curbi plapi- astfel iuecit dreapta suport a accelerafiei trece
Drmtx -un panck fix, S1 seqmtecmcchlemtla scpoatc c\prmnasucl

a = 4rde/dr.

Cum trehuice tratat cazul singular al miscirii circulare uniforme ?
1.24, S se demonstreze cd traiectoria unui punct a e¢drni vitezi este constants in modul
ar accelerafia trece printr-un punct fix, este un cerc.

' CAPITOLUL 2
PRINCIFIILE DINAMICII

Meeanica clasicdi (newtoniani) se hazeazld pe trei legi generale sau prin-
cipii, formulate de Isaac Newton in.celebra sa carte ,Principiile matema-
tice ale filozofiei naturale” (1687). '

2.1. PRINCIPIUL INERTIEL (LEX PRIMA)

Experienfa aratd cid un corp in repaus fatit de Pimint riimine in repaus
atita timp cit asupra sa nu actioneazi alte corpuri, care si-i modifice aceasti
stare. De asemenea, experiente efectuate cu bile netede §i dure (de exemplu,
de metal) lansate pe suprafele orizontale netede si dure (de exemplu, pe
gheati), cind greutatea bilei este neutralizat® de reacfiunea normald a pla-
nului 5i fortele te frecarve sint mici, aratd cf miscarea bilel se apropie tot
mai bine de misearca recfilinie uniformd. De aici, prin-abstractizare, se a]unv'e
la prineipiul sau legea inertici (prima lege a Jui Newton), cunoscutd inci
de Galilei (1632) :

" Un punct material rdmine in repaus sau tn migcare reclilinie uniformd
atile fimp cil asupre s nu acfioneazd alle corpuri care sd-i schimbe aceasld
stare de repaus s¢u de miscare rectilinie uniformd.

Principiul jnerfici nu poate fi verificat direct e\peumenta] deoarece:
nici un corp nu poate i sustras complet actiunii altor corpum de exempln,
atractiei gravitationale a Pammtulu: Dar este verificat pnn toate conse-
cmte]e sale, ‘

E‘{perlenta arati de asemenea ci la orice actiune exterioard care cauti

si. schimbe starea de repaus sau.de miscare rectilinie uniformi a corpului,
corpul se opune, ‘reacfioneazd, adeseori destul de puternic.

Proprietatea unui corp de a-si mentine starea de repaus san de miscare
rectilinie uniformi, in absenta achumlm exterioare, sau de a se opune la
orice actiune exterioard care cauli sd-1 schimbe starea de migcare, se nu-
mestc mer{ze

Astlel, corpunle sint inerfe 'in sensul ca nu-si pot schimba de la sine
starea lor de repaus sau de miscare rectilinie uniform#. fn virfuiea inerfiei
corpurile se misci rectilinin uniform in absenta actiunilor exterioare si da-
torifd inerfiei tind sé-si mentind aceastd stare de miscare, opunindu-se sau
reactionind Ila actiunile exterioare.



Conform principiului inertiei, miscarea rectilinie uniform se auifoinirefine,
adici nu necesitd nici o actiune exterioard pentru mentinerea ei. Dimpotriva,
orice actiune exterioarid strici o astfel de miscare, curbind traiectoria si
modificind viteza, adici produce o miscare accelerafd.

in practici se intiinesc frecvent misciri rectilinii uniforme, dar totdeauna
produse de actiunea altor corpuri, de exemplu, un tren tras de o locomotivi,
0 sanie trasd de un cal ete. In asemenea cazuri existi totdeauna actiuni
opuse, de obicei frecirile, astfel incit in total actiunile exterioare se com-
penseazi reciproc. Prin urmare, principiul inerfiei se aplicii gi in cazul ¢ind
rezultanta tuturor actiunilor exterioare asupra punctulm material este nula.

Din principiul inertiei rezultii de asemenea ci migcarea rectilinie uniform
joach in naturd un rol deosebit, privilegiat.

2.2. SISTEMELE DE REFERINTA INERTIALE

In formularea pnnmpmlm inertiei nu se spune nimic despr(, SR " Or,
este evident ci miscarea rectilinie uniformi fatd de un anumit SR pu mai
este astiel fata de alte SR accelerafe fati de primul. Prin urmare, prmclpxul
inertiei in niei un caz nu poate fi valabil fati de orice SR. Dacd insd
nrmmplul inertiei este valabil intr-un SR dat, atunci el va fi automat valabil
in toate SR care se miscd recfiliniu uniform fatd de acesta, si sigur nu va
fi valabil fatd de SR care sé miscd accelerat fatd de acesta (v. 2.7).

Sistemele de referinfd in care este valabl] principiul inerfiel se numese
sisteme de referintd inertiale.”

Newton a presupus existenfa unui spatm absolut 51 a unui tlmp absolut

»opafiul absolut nu este, din eauza naturii sale 1nsa$1, in niei un fel de
raport cu vreun obiect oarecare, fiind mereu acelagi siin uem1$care .

- ,Timpul absolut, adevirat si matematic, sé scurge. prm natura sa 1nsa§1.
uniform, fard nici.o relatle cu vreun obiect oarecare _

o Miscarea absolulil este deplasalea unui corp dmtr-o pozn;le ahsoluta
spre altd pozitie absoluta®.

In spatiul absolut se alege un SR absolu, adica fix si invariabil. Drept SR
absolut era comsiderat sistemul de' ¢oordonate astronormc legat de stelele
fixe si nebuloasele indepirtate, si timpul sideral. Experxenta arati cd fati
de acest SR principiul inertiei este valabil cu toatid precizia atinsd astazi.
Un sistem inertial foarte bun este sistemul heliocentric al lui Copernic.

‘Un SR l%at de Pamint nu este riguros inertial, asa cum confirmé expe-
rlenf;ele, din cauza rotatiei diurne a Pamintului. Abaterile sint fnsd mici $i
in primi aproximatie le putem de obicei neglija, considerind SR legat de
Pimint ca fiind practic inerfial.

Din punctul de vedere al prmuplulul 1neri;1e1 toate SRR 1nerl;1'lle sint
absolut echivalente, nici unul din ele nu poate fi considerat fix sau absolut.
Aceeasi concluzie rezuILa si dln celelalte prmc:pn ale mecanicii, astfel’ Jdneit
se poate afirma cii nu existd un spafiu absolut, care 'sd poata fi luat drept SR.

Mai mult, in teoria 1‘e1'1t1v1tai;n se aratd ci spatiul $1 timpul sint legate
mtre ele si proprietitile lor sint determinate de maferie si migcare.

O formulare mai cuprmza‘coare §i mai. ‘profundi. a prmmpmlul 1nertu31
este urméatearea : |
~ Particule suficient. de departaie unele de aliele (1zolate mtre ele) se mI,?c&‘
unele fald de wliele recliliniu uniform. I ; . L

2.3. NOTIUNEA DE FORTA :

Notiunea de for{d are la origine senzaliz de efort care apare atunci cind
ridicdm sau j{inem o greutate, cind tragem sau impingem un corp pe o su-
prafati. Totodatd pulem indica direefia gi sensul in care indreptim efortul,
precum §i punctul unde aplicim acest efort. De aici se obtine prin abstrac-
tizare notiunea de for{d ca veclor. Prin intermediul forfelor corpurile actio-
neazad unele asupra altora, transmifind miscarca mecanica.

Fortele - Produc efecte siulice de deformare a corpurilor (sau de echilibrare
a altor forte) si efecte dinamice de modificare a vitezei, adici de creare a
accelerafiilor.

Exemple de forfe: greutatea corpurilor, presiunea sau tractiunea produse
de corpuri sau fire, reactiunea elastici a unui resort deformat, rezistenta
opusi de fluid la inaintarea umnui corp ete. -

Mdsurarea forlelor se face pe baza efectelor lor. Existd corpuri, numite
elastice, la care deformatiile (nu prea mari) dispar-odati cu indepirtarea
fortelor care le-au produs, de exemplu, resorturile. Se poate considera ci
deformirile elastice sint proportionale. cu foriele care le produc. Dinamo-
melrele sint resorturi elastice previizute cu rigld gradati pentru misurarea
alungirilor, deci si a forfelor respective. Un etalon mai bun i1 constituie
greutatea unui anumit corp de referintid intr-un anumit loc pe suprafata
Péimintului. '

Astfel, unitatea Lilogrem-fortd (kgf) este greutatea (in vid} a etalcnului masi de 1 kg

{pdistrat la Sé¢vres) In cimpul gravitational nermal (siendoid) g, = 9,80665 m/s® care coincide
practic cu valearea g, = 9,80616 m/s® de la nivelul marii si paralela 45°.

Experienfele (nerelativiste) aratii ¢ii fortele se compun dupi regula para-
telogramului (Heron din antichitate, 5. Stevin — 1605, 'G. Roberval — 1636),
adicd sint mirimi vecforigle. De aici se abstrage prineipinl mdcpenden}er'
aetmnu fortelor (formulat separat de Newton): a

~Un corp sub acfiunca simuliand a doud forle descrie (pomznd din repaus)
d:agonala unui pa;ale[oqmm avind ca laturi acesle forle, in acelasi fimp in
care ‘ar descrié separal fiecare laturd sub actiunea forfei corespunzdtoare,”

2.4, PRINCIPIUL FUNDAMENTAL {LEX SECUNDA)

Dacﬁ ‘aplicim unm punct material diferite forte F punctul “‘material
capata acceleratu a cohmare i proportxonale cu fortele aplicate {fig. 2.1) =

-~ F =3 - do

d=—, F=mag =m—,

-m df
) ' (2.1)

unde m este un parametru
pozitiv, caracteristic punctului
material, numit mesd. Newton ™
a' definit- masa wunui corp ca -
mdsurd a cantifdfii de maierie
conjinute in corp. Cu cit masa
unui eorp este- mai mare, cuw
atit acceleratia, produsi de o




fortd datd, este mai micd. De aici rezulti ci mase unui corp este o mdsurd
a nerfiei sale, adicd o misurd a gradului de opunere sau de reactiune a
corpului Ia actiunea fortelor exteridare care ii schimbd starea de repaus sau
de miscare rectilinie uniformi. In dceastd calitate de mdsurd a inerfiel, masa m
se numeste masd inertd sau inerlial¢ i se manifestd deci sub dublu aspect,
pasiv si activ: in absenfa Ffortelor exterioare corpul isi pistreazd migcarea
rectilinie uniformi, conform principiului inertiei, iar sub actiunea unei forte
exterioare admite o acceleratic invers proporfionald cu masa sa inertd, con-
form principiului fundamental. '

Ecuatia (2.1) reprezinti legea fundamentald a dinamicii (legea a doua
a Ini Newlon, 1687). ' '

— —_— N - A . ’
Observafit : 1) Eeualia ¥ = mx no n: spui? nimic despre\natnra foriel ; ea poate {ide

naturd gravitaiionald, clectromagneticd, nueleard sau In parlicular, fortd clasticd, forfd de

fracare etc.

T = - - - ; o . s
fn ecuatin F = mux [orla apar: sub formi abstracti ca un model meeanie al orieirei inter+

actiuni a corpurilor, independent de natura fizicdi a acestei ipteractinni. In modul acesta,

ecnatia F = ma, pe lingl caracterul de lége a natarii. poavtd §i caracterul de definifie dina-

mied a forfel. D2 acen pentra determinarea migeirii unui sistem trebuie cunoscuti si legea

f:::i—;'ff—,_dc exemplu, pentrn oscilatoral elastic trebuie cunoseutd legez lui Hooke, pentru sistemul’
st)'iz‘m:‘légea atractiei gravitafionale, pentra atom — legan lul Goulomb a interactiel electro-
statice (mai general, electromsgnetice) ete. : RN
9) Experienta arati cii principiul fundamental este valabil numai in SR inerfiale, la fel
ea si prineipiul inevtiel. Legea fundamentali (2.1) nu sc schimbi cind trecem de la un SR
juertial Ia altul, deoarece nici mirimea forfel (misurati en dinamometrul,{ deci ¢n ajutornl
riglelor §i ceasornicelor). nici mirimen acceleratici mu se selimbii in acest caz (dupi ‘cum
vomYvedea In 2.7). : o
Vom stabili mai tirziu modutfin care s¢ scrie legea fundamentald in cazul unui SR ne-

inerilal (cap. 10).

3y In tearie restrinsd a relatipilefii a lui Tinstein (1993) se aratd, si experientele confirmi, .

¢l {a viteze [oarte mari, apropiate de viteza fuminii in vid ¢ = 2,097023-108 m(s, masa
corputul nu rimine constanti, ci croste cu viteza dupd legea:

m,

m==

unde m, este masa corpului in repaus.
Atunci legea fundamentald (2.1) tre-
bitie scrisi corect astfel (aga a scris-o
51 Newton}:

= d(m;)

F=——". (2.3
dt )

. 1'—3
dp Produsul me reprezintd deei o mi-
-, a5 Eglurgggﬂgnp_ﬁ“(canti.tatw de mig-

Care san impulsal pinetulul material)
{lig. 2.2).

Mecdnica eclasici nu cste wala-
hila nici in domeninl atomic, unde:se
aplicd niccanica cuenticd.

2.5. GREUTATEA S1 MASA

Greatatea unui corp este in esentd forfa eun care el este atras de Pi-
mint (v. § 10.2). Static, greutatea se manifestd prin forfa cu care corpul
apasi pe un plan orizontal sau intinde firul de suspensie. Dinamic, greutatea
produce ciiderea corpului lasat liber. Experienfa aratd ca fn vid, cind nu
actioneazi decit forta de greutate, toate corpurile cad (intr-un loc dat) cu
acceqst acceleratie ¢ independentd de masa, natura, dimensiunile sau forma
corpurilor, déeci conform ecuatiei (2.1):

G =myg, ¢ =G/m. . - (2.4)

Aceastdl relatie este fundamentald pentru mdsurarea masei, deoarece reduce
compararea maselor la compararea greufdlilor lor, intr-un acelasi loc:

G1/Gs_ =m, /_mz_- _ (2.5)

Mrusurarea masei se face cu ajutordl balanfei.
Unitalea de masd, numita Lilogram, este egalii cu masa prototipului din
platini-iridin_pistrat la Biroul -International de Misuri i Greutdti de la
Sevres (Frantad, : o
in SI masa se alege ca mirime fundamentald, forta fiind atunci o méi-
rime derivati. Unitatea de fortd rezultd din legea fundamentald:’
[F] =[m]{a] - [F] = MLT* =1 kg-m/s® =1 N in SI o
‘ ' o . (2.68)
sau [F] = 1g-cmjs® = 1 dyn = 10-* N in CGS.
Uniiatea de forfd (1 N) este egald cu forta care aplicatd unei mase egale cu
unitatea (1 kg) ii imprimi o accelerafie egald cu unitatea (1 m/s%.

- Uaitatea kilogram forfd (kgf) din sistemul tehnic MKIS este egald . cu greutatea unui
#ilozram-masi in cimpul gravitational normal g, = 9,80665 m/s® san, in altdi formi, este forja
care aplicatd umei mase de I kg ii imprimd o accelerafic egald cw acceleratia gravitationald
aormald g, = 9,80665 m/s*; ‘ . Ca

1kaf ='1kg-9,80665 m/s? = 9,80065 N- % 9.5 N. L@

De aici se vede ¢d intr-un cimp gravitational normal (standard) masa umii corp exprim'atﬁ in
% coincide pumeric eu greutatea sa exprimatid in kyf. nu insi in alte cimpuri gravitationale.
D¢ exemply, pe Luni, nn corp cu masa de 1 kg arce greutatea de 0,165 kgt (g, = 1.62 m/[s?),
dar pe Soars: 27.5 kgf.(g¢ = 271 mjs®).

Subliniem inca o dati deosebirea dintre greutatea unui corp si masa sa:

Greufdatea unui corp este o forfd, egalii cu forta de atractie exercitata de
Pimint. E;a‘ifariaza cu altitudinea’ gii latitudinea, fiind dependentd de cimpul
gravitational. Greutatea se misoard cu dinamometrul. Masa este o mirime
scalarii, -0 ‘caracteristicd intern#-a ¢éorpului, independents de altitudine si
latitudine. Masa se misoard cu balanfe (se poate misura si-cu dinamometrul
prin metoda substifuliei : se misoard alungirea produsi de corpul miisurat,
apoi se inlocuieste corpul cu mase ctalon pini se obtine acecasi alungire).

Proprietatea corpurilor de a atrage alte corpuri.si de a fi atrase de ‘alte
corpuri, exprimati in legea atractiei universale. a. lui Newton (cap. .8),
este cea de-a doua manifestare a masei {alituri de inertie). In aceasti.calitate
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masa se numegte masa gree sau gravificd (san gravifafionald) si este o misura
a interactiunii corpului cu cimpul gravitational. Datoritd masei gravifice
corpufile creeazd un cimp gravitational si suferd actiunea unui cimp gravi-
tational ; de aceea masa gravificd se mai numeste si ,sarcind® gravifici,
fiind analoagd sarcinii electrice.

Experientele confirmd cu mare precizie faptul ci cele doud proprieidii,
inerfia si gravitalea, se datoresc unei mdrimi unice : masa corpului, cu alte cu-
vinte, masa inertd este egald cu masa gravifieil, Acest fapt std la baza teo-
riei generale a relativitdtii (a cimpului gravitational) a Iui Einstein (1916).

In baza acestei egalitiiti, aceeasi formuld (2.4) exprimi forta gravitatio-
nald static prin masa grea si in acelasi timp dinamic prin masa inerti. Cu
ajutorul balantei misurim masa grea, deci automat si masa inerti.

2.6. PRINCIPIUL ACTIUNII SI REACTIUNIY (LEX TERTIA)

Experienta arata ci actiunea unui corp asupra altuia poartd totdeauna
caracterul unei inferacfiuni, adici actiunrea unui corp asupra altnia naste
simultan o reacfiune a acestuia din urmi asupra pumulm, — corpurile ac-~
fiozeazad deci unul asupra celuilalt.

Principiul XII afirmi el fiecdrei acliuni i se opune foldeauna o reacliune,
egald tn modul si de sens conirar, sau, altfel, actiunile Jecipmce a doud corpuri
{ puncte maferzale) sint toldeauna egale in modul si dirijate In sensuri contrare
(legea a treia a lui Newton). Cele doull forte, actiunea si reactiunea, sint
aplicate simulian si la corpuri diferite (de-a lunguI dreptei care uneste cele
dou# corpuri).

Subliniem cé aici este vorba de o znieraclte mufualid simulland si nu de o

cauzi si un efect.
Exemple. In staticﬁ un corp a,r.ezat peun pIan orizontal apasi asupra planuini cu gren~
tatea sa, deformindu-l.. Se naste simultan, o reactiune din partea . planului. egalid in modul

si de sens.opus,-aplicatd corpului. Tn dinamicd : dacd tragem accelerat un ciirucior cu o forjdi

datdy restmiim simultan asupra noastrd o reactiune egali in medul §i de sens contrar din

partea ciiruciorului.
Actiunea si reactiunea apar nu numai la contactul a deous corpun, ci §i In cazul inter~

acfiunii prin intermediul unui cimp. De exemplu, atraciia gravitajienald reciprocd dintre
dou.z corpun, mtelac’;mnea dmtre doud corpun en sarcimi eleetrice ete,

2 7. TRANSFORMARILE LUI GALILEI

- .

Un euemment (de ekemplu caccnnea a d'oua partlcule, prezenta unei
partmule clasice intr-un anumit |- ¢ la un anum1t moment etc.) este carac-

terizat prin pa[ru coordonate : Tocul ' — prin 3 coordonate spatiale z, g, z

si momentul - prin timpul { (coordonata temporal).
" Un-acelasi eveniment sau: proces (de exemplu, miscarea unei partlcule)

poate-fi studiat din doud.SR diferite -~ vom spune de citre doi observafori .

dlferlt,'l, fiinded oricind putem presupune, firi a restringe generalitatea,
cid in fiecare SR se afli cite un observator care studiazi evenimentele
si reciproe, de fiecarc observator este legat un SR propriu (SC, rlgla si cen-
sornic).’ Fiecare observator misocari coordonatele evenimentelor ‘¢u instru-
mentele sale (rigla si ceasormcul) 51 stablle.\;te ]eglle exprimate in aceste
coordonate, B P ‘ o
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2.7.1. TRANSFORMARILE LUI GALILEI

Este important de stabilit legitura dintre coordonatele unni eveniment

misurate de diferiti observatori (adici din diferite SR), adici iransformdrile-
de coordonate care dau trecerea de la un SR la altul. Astfel putem vedea care
aspecte ale fenomenelor si legilor sint relative, adicd dependente de SR si
care sint gbsolufe sau invariante, adicd mdcpendente de SR (aceleasi pentru

toti observatorii).

Vom presupune ci riglele si- ceasornicele (Ilferli;llm observatori sint

consiruite 5i. efalonate ulenzzc adwa dupi aceea$i ~Tetetd“ (acelasi proceden

tehnologlc) ! ;
Fie doud SR notate cu S s S’ (Tig. 23) Presupunem ci' S se mised

fatd de S rectiliniu uniform cu viteza constanti i, Din punctul de vedere al
observatorului S, aplieind regula adundrii vectoriale, rezulti conform fJg 2.3

i

F’-r—-OO dar 00’ _#rn-}-ut
deci o S e
| P T il =t—t, {2.8)

unde toate mammlle smt misurate cu 111strumentele din S. Dar .nu aceasid

legatura ne intereseazi. Noi vrem si stahlhm legatura dintre coordonatele
(r, f) ale evenimentului P, misurate de observatorul S cu iustrumentele
-~ . a » - 1
sale, si coordonatele (", t') ale aceluiasi eveniment dar misurate de’obser-
vatorul 8’ cu instrumentele sale, Orv, instrumentele (rigla si ceasormcul) din
'—)-

S’ se afla in migcare fati de S| Dar atunci vectorul O'P —r misurat:.de
I1ecare observator dln S si S cu 1nstrumeute1e lui, va da acelasl rezultat?

A ,
Z, P zl
P
i
- o i
r A *@
1 u
, 701 v .
1 ® |
X’ }z
} Jor=
g i e Y
x t 7
l -
ot it e e e et ot ot ot e e e
X )% ! T

Fig, 2.3

1o mecanica clasici newtoniand se comsiderd c# lungimile {distantele) si
duratele {intervalele de timp), mdsuraie in diferite SR, sint aceleasi, adicdl au
an caracler absolut sau invariant, adici rezultatele miisuritorilor de lungime
i duratd nu depind nici de miscarea instrumentelor de misurd (rigle si
¢easornice), nici de miscarea obiectelor misurate.

Aceasth ipotezii este foarte bine verificatid in domeniul vitezelor’ obis-
auite (chiar pentru viteze cosmice),' dar.i.n domenin! vitezelor fearte. mari,

Fr.



apropiate de viteza luminii ¢ = 3-10° m/s (dé exempln, in cazul particulelor
elementare), aceastii ipotezd nu mai este exacti si trebuie aplicatd mecanica
+ relafivistd. :

Riminind in cadrul mecanicii cIasxce in baza caracterului absolut al
tlungimilor, riglele din diferite SR (construite si etalonate la fel) vor indica
aceeasi lungime, dimensiunile unui obiect sau distanta spatiald dintre doui
evenimente va fi aceeasi in toate SR. La fel, in baza caracterului absclut
‘al duratelor, ceasornicele din diferite SR (construite si etalonate la fet), vor
arata ace}easi durate sau intervale de timp ale proceselor, durata unui proces
sau distanta temporald dintre douid evenimente va fi aceeasi in toate SR.
Timpul va curge la fel in toate SR. Evenimente simultane intr-un SR vor
fi simultane in toate SR (pentru toti observatorii), adici simultaneitatea
evenimentelor are caracter absolut sau invariant,

Admitind aceastd ipotezd, putem considera ci in relatiile (2.8) toaie
miérimile {ird accent, adicil ;, f, sint masurate de observatoru! S cu instru-
mentele sale, iar marimile cu accent, adici ?, ¢, sint masurate de shservatorul
S’ cu instrumentele sale, adici (2.8) ne dau chiar legitura ciutatd dintre
coordonatele unui eveniment P, misurate in S, si coordmnteie aceluiasi
eveniment P misurate in S’, :

-Relatiile (2.8} se numesc transiormirile Ini Galilei; ele dau trecerea de
la un SR la altul, miscat recfiliniu uniformm fati de primul. Cunoscind coordo-
natele (?, {} ale unui eveniment, misurate intr-un SR dat (cu instrumentele

. ‘ > ‘
din acest SR), putem calcula coordonatele (', ) ale acestui eveniment,
mdsurate In oricare alt SR, in miscare rectilinie uniformit fatd de cel dat.

2.7.2. COMPUNEREA VITEZELOR

Seriind transformirile inverse, care dau trecerea de la 8§’ la §:
o r=r R n A ), L= A (2.9)
diferentiindu-le : ) _
@ =d’ +oudt, = (2.10)

‘si impér{indu-le membru la mnmb:u : .

- — -
dr  dr' L+ df dr -l—
df -ody
gisim legea clasicd de compunere (sau de imnsformare) a vitezelor :
— - -
v =v +u, ' (2.11)

-
-adich viteza v, fatd.dc S, este egald cu viteza ,relativi® v fatdi de S" plus
viteza de ,transport” u a sistemului §' fati de S.

2.7.3. COMPUNEREA ACCELERATIILOR

Diferentiind relatiile (2.11) si impirtindu-le la df = df’, obtinem iegee
de compunere (sauw de Iransformare) « accelerafiilor :

dv = dv', (du =0), dt =dt’,
b _do o, (2.12)

-dr dY

adieq aceeleralia esie acecasi in foale sisfemele de referinid care se miscd recfi-

liniu uniform (z_f = coust) unecle fajd de allele, adicd acceleralia este invarientd
fata de sistemele de referintd aflate In {ranslalie relativd uniformd.

Dracdt aceeleratia este nuld intr-un sistem S, adica particula este in repaus.
san se miscd rectiliniu uniform fatd de S, atunei acceleratia va fi nulé in
oricare alt sistem S’ miseat recfiliniu uniform. fati -de primul, adicd particula
va fi in repaus sau in miscare rectilinie uniformi in toate aceste sisteme
de relerinti aflate in {ranslafie uniformd uncle fald de altele.

Dacil acum principivl inerfiei este valabil fajd de un SR, deci acesta
este inerfial, atunci acest principiu va fi valabil in toate SR aflate in trans-
latie uniformi fati de primul, care vor fi de ascmenea inertiale (si sigur
nu va fi valabil faid de SR aecelerate fata de primul), deci avem o familie
de SR inertiale care se miscd unele fatd de altele rectiliniu uniform.

Reciproc, dacd doud SR sint inertiale, atunci ele se afli in translatie
uniforma unul fata de ceIﬁlalt altfel invarianta acceleratiei (2.12) ar fi violaté

(i s const; du/dl # 0) si d =0 intr-un sistem n-ar implica d =0 in ce-
lilalt sistem.

2.8. PRINCIPIUL RELATIVITATII
(DIN MECANICA CLASICA)

Cele trei prineipii ale mecanicii sau legi ale Iui Newton sint suficienie
pentrn a clidi-intregul cdificiu al mecanicii clasice cu toate legile sale.

Primul principiu (al inertiei} este valabil in toate SR inettiale, deoarece
este chiar folosit pentru a defini aceste sisteme.

Al doiiea principin (al actiunii foriei) este de asemenea valabil in toate
SR inertiale. In adevir, pe de o parte, acceleraiia este aceeasi (invarianta)
fati de toate SR inertiale, dupi cum am arilat, iar masa se considerd con-
stan{d in mecanica clasici newtoniani, deci ma este invariant., Pe de alti
parte, misurarea forfel cu dinamometrul se reduce la misurarea alungirit
unui resort, adici la misurarea simuitani a coordonatelor capetelor resor-
tului, ceea ce, in virtutea caracterului absolut al lunfflmllm si duratelor
(in particular, a simultaneit#ifii}, va conduce la acelasi rezultal pentru forié

in diferite SR, deci ecuatia fundamentalii a dinamicii - mz, este aceeasi
in toate SH inertiale.

In sfirsit, al treilea principin (al actiunii si reactiunii) este si el valahi}
in toate SR inertiale,



Prineipiile mecanicii newtoniene fiind aceleasi in toate SR inerfiale,
wezultd ci toate legile mecanicii {care sint consecinte ale principiilor) sint ace-
deasi tn orice SR inerfiale. . o

Acesta este continutul prineipinlui relativititii in mecanicd, gisit inci
«de Galilei (1632). -

Folosind transformirile Galilei, putem enunta principiul relativitafii
-astfel :

Legile meeanicii clasice newloniene sint invarianie la {ransformdrile Galilei,
.pe scurt, sint Galilei-invariante sau G-invariante.

De aici rezultd c¢i din punct de vedere mecanic toate SR inertiale sint
-absolut echivalenie ; nici un SR inertial nu poate fi considerat fix sau absolut,
toate sint egal indreptitite. ' '

.~ Prin urmare; nici o experientd mecanicd efectuatd in inferiorul unui-la-

borator inertial nu ne permite si determindm migcarea sa rectilinie uniforma
fata de stelele fixe (fata de alte SR inertiale). De exemplu, nici o experienta
mecanici efectuatd intr-o cabini inchisi a unui vapor sau avion, aflat in
miscare rectilinie uniform# fatd de Pémint, nn ne permite si determinim
miscarea acestui vapor sau-avion. Intr-adevir, nn ne putem da seama daci
vaporul (trenul) merge rectiliniu uniform sau sta, pe loc, deoarece .toatd
-activitatea noastri decurge absolut la fel in cele dou## cazuri. Lucrurile se
:schimbi radical intr-un SR neinerfial. In acest caz legile lui Newton  nu
imai sint valabile si cu ajutorul experientelor mecanice efectuate in inferiorul
:sistemului (pe. baza abaterilor de la legile Iui Newton) putem delermina
-acceleratia acestuia, de exemplu rotatia sa, fata de SR inertiale (fata de stele).
Astfel se poate dovedi cu ajutorul experientelor mecanice efectuate intr-un
laborator pe Piamint, c¢i Pamintul se roteste (abateri in ciéderea liberd a
-corpurilor, rotatia planului de oscilatie a unui pendul). ° ‘

Principiul relativitatii din mecanici a fost extins de A. Einstein (1905)
Ra fnireaga fizicd. -Astfel, toate legile fizicii (mecanice, electromagvetice;’ op-
“tice, nucleare etc.) sint aceleagi in toate SR inertiale, sau altfel, nici o expe-
rientd de fizicit efeetuatd In inferiorul unui laborator inertial nu ne permite
5% determinim miscarea rectilinie uniformi a acestuia faid de alte labora-
toare inertiale (fati de stele si nebuloase indepirtate).

Trebuie observat c¢i spre deosebire de mecanica clasici newtonian, in
nmecanica relativistd lungimile si duratele se schimba atunci cind trecem de
la un SR inertial la altul {contractia lungimilor si dilatarea duratelor), de
aceea se obtin alte transforméri de coordonate {iransformdrile Lorenfz) in locut
4ransformirilor Galilei (v. cap. 11). . .

PROBLEME

2.1. Si se considere cazul particuls'n' al transfomﬁrilor Galilei etnd sistemele S, 8§’ au axele
sparalele. se miscd de-a lungnl axei comune Oz gila § = '.= O originile lor coincideau (fig. 2.4).

R rr=r—ul !=>tgireciprocs r=r" + ul’\ t =1 (2.13)

‘sw‘pe componente :
7 r=z—ul ..t=a:_’_-|-'iut'-
¥=y y=y

i
=z ‘ ¥ z=7z
P [
) =1 =

12.14)

XJ'
e e . I
v=0v"usan v =v; 4w, v, = vy, U, =0 (2.15)
sl invarianta zceeleratieis
—’_ ) s ’ . )
¢ =da’, sau d; = @, Gy = &, 4, = dg, (2.16)

22 Se poate construi un sistem coerent ,gravitational” de uniti{i, seriind legea atractiei
gravitationale F = —maf/r® Pistrind unitdfile fundamentale L, A, T, care ar fi atunei di-.
mensiunile’ fortei si energiei? Cum s-ar scrie principiul IT1?

It, [F] = M®L™% = kg?*/m* = forta de atraciic dintre dond particule de cite 1 kg la distanta

3

1
de 1m; [W]} = M:L™? = kg®/m ele. ; F = — ma, unde y = §,67-1011 = " este constanta
~ ca

! Bs

gravitationald.



CAPITOLUL 3
DINAMICA PUNCTULUI MATERJIAL

Din legea fundamentald a mecanicii F =5 rezultd trel teoreme: a im-
pulsului (sau cantititii.de miscare), a momentului-cinetic si a energiei ci-
netice. Aceste trei teoreme sint valabile atit in mecanica clasicd, cit si in
mecanica relativisti, eu deosebirea ci in mecanica clasici masa se consideri
constantd, iar in mecanica relativisti masa creste cu viteza dupi legea (2.2)
si de aceea expresia energiel cinelice este alta. ,

N

3.1. TEOREMA IMPULSULUI

iegea fundamentali a mecanicii:

= d(m;) d; “delf > a
4 = =—, = mv, L"‘1)
di df P (

b d - - . > -
unde p = mu este impulsul punctului material (cantitatea de miseare), afirma
¢a forla aplicatd punctului maferial este egald cu derivata impulsului puncfului

material in raport cu limpul,
Din ecuatia {3.1) rezultd

Fdl = d(mp) = dp, (3.2
ta
sdefl = - - - - - -
o =,SF dl=p; — py = Ap = A(mw) = m,v, — mu,. {3.3)
th

‘In mecanica relativisti masa este constantdi, de aceea (3.3) devine :
1,
L T

H=\F dt= ms, — m.. (3.4)

I

Iategrala H se numeste impulsul forfei (in teoria ciocnirilor se mai numeste
.percufie). Ecuatia (3.3) exprimi teorema impulsului.

Teoremn impulsului: Impulsul for{ei rezultanie aplicale punctului malerial
este egal cu variafia impulsului punciului materiel.

Dach rezultanta fortelor aplicate este permanent nuld, impulsul punctului
muaterial se conservid, adicd punctul material rdmine in repaus sau in mis-
care rectilinie uniformi. Un punct material nu-si poate schimba de la sine
impulsul sfiu (misura miscarii mecanice), ci numai sub actiunea umnei forte
aplicate Ini.

-

Conform principiului IIT, forta F esie efectul inferacliunii punctului
amaterial cu alte corpuri, asupra ciirora se exercitdi acliunea 7 = — F din
partea puprtului material. Putem; astfel, scrie

prin urmare, cresterea vectoriali a impulsulut punctului material se obtine
pe seama scaderii corespunziitoarc a impuisutui corpurilor care au actionat
asupra sa. Avem deci un fransfer de impuls de la un corp la altul, realizat
prin intermediui forfei, in procesul inferacliunii. Impulsul este o mdsurd
vectoriald (de tip spatial) a miscirii (din punctul de vedere al translatiei
spatiale). Teorema impulsului exprimi o lege de conservare a miscirii materiei.
Existenta mirimii fizice impuls si a legii fizice de conservare a impulsului
este legatdl de proprietatea de omogenitaie a spatiului (simetria la'trénslatii)..
Tmpulsul se misoard in N.s =kg-mfs (in SI) sau dyn-s =g-cmfs
{in CGS). ' ' ‘
In procescle de ciocniri, unde apar forfe puternice in intervale scurte de
timp, impulsul forfei se mai numeste uneori percufic (sau percusiune).

3.2, MOMENTUL FORTEL MOMENTUL CINETIC

Daci un rigid are un punct fix (o articulatie) in jurul ciruia se poate roti
iber, atunci aplicind o forti rigidului, el se va roti in jurul unei axe trecind
prin articulatie, perpendiculard pe planul definit de articulatie si fortd
(fig. 3.1). Efectul este acelasi, oriunde am aplica forta pe suportul siu (de
exemplu, prin intermediul unui fir '
dung). Daci suportul fortei trece prin
articulatie, rigidul evident nu se ro-
teste. Efectnl de rotatie este deter-
ainat de for{di si de distanta su-
portului sdu pind la articulatie
{draful fortei). Tinind seama de di-
rectia axei si sensul rotatiei, putem
spune ci efectul de rotatie este dat
dz momentul fortei fald de polul O,
definit prin produsul veclorial :

=+ qlaf =

8T F M=rFsine —=Fb,
(3.6) Tig. 3.1




unde 7 este vectorul de pozitie al.punctului de aphca’;m al for {;ex far b — braful
fortei, adiea dlstanta de la pol la dreapta de actiune'a fortei (fig. 3.1) (Ch.
Huygens 1693, L. J. Lagrange 1793). Momentul fortei se misoari in N.m..

Momentul fortei es'te numeric egal {ca Ia orice produs vectorial) cu aria

paralelogramului construit pe cei doi vectori (F, lh"‘) sau cu dublul ariei

triunghiunlui construit din O pe I, Momentul nu se schimbi dacii forta lunecd
pe soportul siu,

Daci rigidul are o exd fixd fn jurul cireia se poate roti liber, atunci o-
fort# paraleld cu axa de rotatie sau concurenti cu aceasta nu produce rotatie..
Efectu! -de rotatie este produs numai de componenta {ransversald (pe a\cr) a
fortei, Inmulfitd cu hratul ei, adicd de mementnl fortei In raport em axa
(ﬁg 3.2):

MEE Fyb. 3.7)

. 3 -y —>-
Acesta este egal totodati cu proiectia pe axi a vectorului moment M =r X F
fati de un pol de pe axi:
— = — =3 =¥ - = = -
Mj=eM =e(r X F) =e (b X F|), e-- versorul axei. (3.8

Cealalti componenti M, tinde si roteascd doar axa de rotafie.
"~ La fel ca mai sus se defineste momentul oricdrui vecior, de exemplu, mo-'
mentul impulsului, numit moment cinetic (sau moment unghmlar) (fig. 3.8) =

‘-’def"’ - - - -

L=r X p=r X mp : (39\

Momentul cinetic se misoard in J+s (sau erg-s).

3.3. TEOREMA MOMENTULUL CINETIC

Derivind r- - a (% 9) In raport cu t1mpu1 51 inloculnd der;vata 1mpu]sulun

prin fortd, conf m ecuatlex fundamentale (3.1), obtinem’

d-;—ﬁx_)—]— w307 Fo il
-d di dr

-
-

dr - - . . . .
deocarece E—xp =p X mv =0, fiind vectori paraleli, deci

—L,M=L = (510

[

=
=Y

- - d—) —
xF=L@xp)

Momentul forfel este egal cu derivata momentului cinefic tn raporf cu timpul.
Momentul fortei i momentul cinetic se considerd fati de acelasi punet (pol)
fiz intr-un SR 1ner‘;1al)

Se poate spune cii (3.10) este o ,tramscriere” sub forma unghiulard
a 1u1 lex secunda (care are forma liniard).

Analog ca la: teorema 1mpulsu1u1 ohj,mem teorema momeutuiul emeuc :

d”jMd: j:x afi = AL = Lz-—E,‘, ©13.11)

adlca :mpulsul momentuluz (sau momeniul zmpulsuluz) forfei aplicate punctului

material este egal cu variafie momenfului cinefic al punciului. material.

Dacii momentul fortei rezultante este permanent nul, momentul cinetic
al punctulm material se conservd: un punct material nu-gi poate 'schimba
momentul sin cinetic decit sub acfiunea unui moment al fortei.

Exemple. a) In miscarca rectilinie uniformd ¥= 0, M = 0, deci impulsul P se congervé
s momentul cinetic L fatd de orice pol se conservi (fw 3.4) Aceasta regultd si direct, ciei
momentul unei vector nu se schimbi dacdl vectorul (mn = consb lurtesd pe suportul s8u. _
W) In miscarea circulard uniformi forla este centripetd, trece permarnent prin centrul
<cercilui, deci momentul ei fali de acest centru este permanent zero (fig. 3.5). Atunei momen-
tul cinetic al partienlei fatd de centrul cercului se conservd (fig. 3.6) Acest fucru se gliseste

-

i direet ciei II_:| lr X mul = rmy = nr'n = const (flindcﬁ I -_‘ ul = const, ® = const),
dar directia §i sensul lui L de asemenea se conserva L = mrie este perpend.lcular pe pla-
nul cercului (fig. 3.6).

¢} In miscarea unei planete in jurul Soarelui, forta asupra planetei trece permanent prin
<entrul Soarelul (forta de atractie gravitajional®), deci momentul ei faj& de Soare este perma-
fignt zero §i atunei momentul. ¢inelic al planetel fald de Soare se conserod, desi orbita nu este
»it.x'_g'eneral circulard, cf eliplied, Soarele aflindu-se intr-uaul din focarele elipser (fig. 3.7).

Moméntul cinetic ‘definit mai sus se mai numeste st moment cinetic or-
bital sau extern, deoarece este legat de migcarea 'particulei pe o orbith

(tralectone) spre deosebire dé momentul cinetic propnu sau inlern, nunnt
51 spin la particule elementare.

-

{= mv cons!
mv -
{vl =.const
- L) = const
a, M50

o =cgnst, [ =const

I Fig. 3.4 Fig. 3.5



- L‘.J':const,ﬂ-f’csﬂ
Cerymi= Mos iy

=mrig = const - N, S

[rg

Fig. 3.6 ) B Fig. 3.7

Momentul cinetic este si el o masuri a miscirii (din punctul de vedere:
al rotafiei) : Teorema momentului cinetic exprimi o lege de conservare a
migedrii mecanice, frensmise de la un corp la altul prin intermediul forfei in
procesul interactiunii. Existenta mirimii fizice moment cinetic si a legif
fizice de conservare a momentului cinetic este legati de ploprletatea de
izofropié a spatiului (simetria la rotatii).

Ohservatie. In mecanica cunaniied se aratd, s5i experienia coniirmi, cii in dcmeninl alomice
se manifesti caracterul diserct, cuantificat al mementului einetic :

L, =1, 1=0 1, 2,...,

i -
[h= S = 1.0545-107% J. g (. — coustanta Planck). {3.12%

2li

Spinul p'oate avea si valori semiintregi (multipli de #/2). .

" 3.4. LUCRUL MECANIC. PUTEREA

3.4.1. TUCRUL MECANIC '

Forlele pot produce deplasiri’ ale corpurilor pe o directié oarécare. Cr
misurd a efectului ntil al fortei in acest proces este datd de lucrul mecanie,
definit prin produsul dinire deplasare si componenta forfei pe direcfia deplasarii,
degarece component‘t normali a forfei nu poate contribui la. deplasaw’t data
(fapt. observat inci de Euler) (fig. 3.8). Astfel, Iuerul meeanie este definif
prin produsul scalar dinire forfa care actioncazd asupra. punclului maierial s§
deplasare :

A - - ——
AWE P D —Fra, W HS Fdr =S Fdv+ F,dy - F.ds) =
= S (Fuvy + Fyvy + Fop)dl, (313
AP =A@ 4 p] F 2K) =dde + Jdy + R
In cazul ‘fortei consfante ('ficr 3.9

W = Sf?'d; = J7 Sdr = 1*(11 — 11) —TAr =Fd cos(lf d) F = const.
(3.14)

o

|

l..
o H

I

1

"‘q-

<y

Tig. 3.8 ) . ’Fig. 3.9

Dacd forfa este tot timpul perpendiculari pe diree{ia deplasirii, lucriil
mecanic efectuat de fortd este nul. Prin urmare, intr-o miscare curbilinie
nemai componenta fangenfialg a fortei efectueazi lueru mecanie, si nu com-
Ppoienta normali,

Pentrn unitatea de. lueru mecanic rezulti :

[W] = [FI[d] = L>MT-* = 1kg-m¥s® —=1JinSI (3.15)
sau ' o
[W] =1g-em®/s* =1erg =107 J in CGS. . (3.16)

Unilaiea de lucru mecanic {1 J) este cgalit cu luerul meecanic electuat de
o fortd unitate (1 N) pe un drum cgal cu unitatea (1 m) in directm fmtel.
0 unitate des folositd este kilowatora : '

1 kWh = 1 kW1 h = 3.6-10° J. (3.17)

3.4.2. PUTEREA

Acelasi lueru mecanic poate fi efectuat in diferite intervale de timp.
Delinim puferca medie in intervalul de timp Af prin raportul dintre lucrul
meeanic W oefectuat in acest interval §i intervalul Af:

W
— 3.18
(P> ; | (3.18)

si puterea instantanee sau momentani :

a X7 X7
P&y AV, (3.19)

Dach lucrul mecanic este efectuat uniform, limita din (3.19) coincide cu ra-
portul (3.18). Tinind seama de (3.13), rezulti
'T - v 3= .
P =ﬂ I E = Fu, - (3.20)
e d! - <
adicd puterea dezvoliald de o forld esie egald cu produsul scalar dinire for;dJ
si mze‘a. ) :



Pentru unitatea de pulere rezultd :
[P] =[W)[{] =L*MT™ =1kg-m¥/s®* =1W =1J[sin SI (321
sau
[P] =1g-cm®/s® =1lerg/s in 7CGS.
In sistemul MK{S1
[P] = 1 kg mjs =1 kgl-m/s = 9,80665 W. (3.22p
o sfirsit, o unitate toleratd este calul putere:

1 CP = 75 kgm/s = 736 W. : (323

3.5. TEOCREMA ENERGIEX CINETICE

Inmultind ecuatia (3.1) scalar cu dr = di, obtinem

- 2

vdt = pd{mv) = 7 dm + mpdp = v*dm - modv, (3.24)

—

: - o
unde # =00 =07 care prin diferentiere da v dv = v dv.
Spre deosebire de celelalte doud teoreme, nu putem inainta aici mar

departe firid a cunoaste concret dependenfa masei de vitezd. In mecanica

clasicd m = const, astfel incit

dW = Fdr = mo do = d(m;— muz) = dF,, m = const, (3.25)
2 .
W =(Fdt = AE, —Ba—E, (3.20
1
unde
E, db_c—flmuz = p“’ m = const, (3.27)
2 2m o

se numeste energie cinefici a punctului material (in mecanica relativistd se
obtine o altd expresie pentru energie cineticd).

Teorema energiei einetiee.. Lucrul' mecanic efecfuat de forfa rezuliantd,

aplicatél punclului material, esie egal cu varicfia energiei cinefice a punciului
material.

~Daci rezultanta fortelor aplicate este permanent nulé,_energia cinetica
a punctului material se conservii: un punct material nu-si -poate; modifica
energia sa cinetici decit sub actiunea unei forfe aplicate lui.

Energia cineficd este egali cu lucrul mecanic cheltuit pentru a aduce

particula din repaus pind la viteza v sau altfel spus, cu lucrul mecanic necesay

penira a opri particula sau, in fine, eu lueral mecanic restituit de particuli
la oprirea sa.

Energia cineticil este o mdsurd scalard (de tip temporal) a miscirii. Exis-
tenta marimii fizice energie cineticd si a legii fizice de conservare a energiei
cinetice este legatd de proprietatea de omogenitaie a (impului (simetria la
~translatii temporale). o

Miscarea mecanici se transmite de la un corp la altul in procesul infer-

: 2

-3

acliunii lor prin intermediul forfei. Impulsul fortei H=\Fd, impuisul

ey

-

momentului forfei K =

- -

A dt {r x I)df si Inerul mecanic -al  fortei

e LD
1
I
ey [

2
: T ch e . . cow g
W =\1I'dr misoard cantitativ miscarea mecanicd transmisi, fiind egale
i
- - - Y] - i - - ind . . -
respectiv eu variatia ecantitifli de miscare p = mv, a momentului cinetic

¥ g ind nd - " - . 0 . - o 3 3

L =r X p =rxmvsiaeénergiei cinetice I, = mv*/2 a punctului material.
Impulsul ca misurd a miscirii a fost introdus in mecanici de Descartes

(1644), iar encrgia cineticd (de fapt ,forta vie* mv?) de Leibniz (1686).

Observiim ci existd in gencral o functic L(r? :3 (Lagrange), astfel fncit impulsul si energia
particulel se exprimi astfel :

—

=

Ny

31
clit

=gradpL, F=rpo— L. " (3.28)
unde péntru particula Zz‘l{e}'él

L = mp*[2 = E,, daci m = const (3.29)
{In mecanica relativisti expresia lagrangesnului este alta).

3.6. ENERGIA POTENTIALA
3.6.1. FORTE CONSERVATIVE

- 3

Fie punctul material fntr-un cimp de forte F(r). Existd cimpuri de forte,
numite conservative, de exemplu, cimpul gravitational sau cimpul electro-
static, pentru care lucrul mecanic efectuat de fortele cimpului asupra pune-

tului material nu depinde de traiectorie sau de viteza punctului, ¢i numai. de
pozifiile initiald si finald. Atunci lucrul mecanic efectuat de cimp asupra
punctului material pe o traiectorie inchisd este nul (fig. 3.10) :

1'Vlczz = I’Vlbzx ."sz - "VI (] ::0: Vsz + 1;Vzbl =0a

Wiy =0 sau§Far =0, (3.30)

Reciproc, se poate lua aceasti proprietate drept definitie a cimpului con-
servativ : ‘

Un cimp de forfe este conservativ dacd lucrul mecanic -efectuat de foriele
cimpului .asupra punctului material este zero pe un drum inehis.



3.6.2. ENERGIA POTENTIALA

Alegind un punct de referintd fix arbitrar Pe.
(adesea la infinit), numim cncrgig potentiali a
punciului maferiel infr-un punct P(r) lucrul mecit-
nie, cu semn schimbai, efeciual de fortele cimpulut
pentru a aduee punciul malerial din puncful de
referinfd P, in punéml considerat” P sau [werul
mecanic efeciuat de forlele cimpului peniru « deplasa  punciul material dir

Fig. 3.10

P(?) in punctul de referin{d& Po:

P Py
-3 = def - = -
U(rdif——gfch ——]—SF dr, dU = — F dr. - (3.31)
P

hPu

Atunci lucrul mecanic efectuat de cimp intre doud puncte Pp,, va fi egal cw
minus variajia enmergiei potenfiale intre acele puncte:

2 2 _
- S Fdr :Sﬁd‘FJr g Fdr = U@ — Ul =— AU, (3.32)
1 0 : -
ceea ce se obtine si direct prin integravea relatiei Fdr = — dau.

Invers, cunoscind energia potentiald U(I) putem caleula prin deripare
fortele (forfelr derivd din energic potentiald, precum cimpul din potelﬁm')

w
- =

—dU =Fdr= F,dz + F,dy + I, dz,

ali = aUdt —l——dj—ronU = = grad U-dr, (3.33)
ox 2y gz _
8U eu _ . o4 ¢l _ 2 U
Fp=— = —4,U, Fy=— = C'yD,Fzz—--a—_:——oz ,
g ¢ CJ ..o:-

N U

Foo grad U =—2<2,

(2

adici forla esie gradientul cu semn schimbat al energici poleniiate (glachenhlﬂ
unui scalar este un vector ale cdrui componente sint dern atele p'lrtnh, ale

scalarului).

3.6.3. SUPRAFETE ECHIPOTENTIALE.
LINI DE FORTA

le.
Suprafeiele pe care U = consi se numese suprafete echipotentia
DaIcJ:fl };e deplasdm pe o astfel de suprafati dU =0, dar dU= — a4 =

— cIr, deci AW =0 si ¥ 1 dr adicd lucrn! mecanic este nul. i

forfa IF este perpendiculard pe suprafelele
echipotenfiale st indreplald in sensul des~
cresterii energici potenfiale (fig. 3.11). (Gra-
dientul unui scalar este toldeauna perpen-
dicular pe supraflelele pe care scalarul
este constant si indreptat in sensul
eresterii scalaruiui).

Liniile de for{dt sinl curbele de-a lungul
cirora veclorul for{d este iangeni; ele sin{
normmale pe suprafefele echipefenjiale.

L He torth

~
Suprotete
echipoien-
trale

7. CONSERVAREA ENERGIEI MECANICE

S& considerim misearea particulei intr-un eimp de [orte conservalive.
Atunei, aplicind teorema energiei cinetice (3.26), obiinem

W= gﬁd?= AE, = E¢y — Eg = — AU = U, — Uy, (fiinded W = — AL,

AL, + AU =AE, + ) =0, E,.+ U = E = const, (3.34)
Ey+ U, =E, - U, = E =const.

Aceasta este teorema conserviirii energici meeaniee, adich a vnergiei cinetice
si potentiale :

Inir-un cimp de forle conservative are loc in timpul miscdrii o transformare
reciprecit « energiei cinetice si pofenfiale a particulel, sumalor rdminind constentd.

Pentru un cimp de forte neconservative (disipative), eind lucrul mecanic
depinde de traiectoric si de modul de miscare, nu existd energie potentiali,
si atunci energia meeanicd (cineticd) nu se conservi, ci se transform#i in alte
forme de energie nemecanice. De exemplu, in cazul for{elor de frecare. cind
lucrul mecanic depinde de lungimea drumului si nu este nul pe un drum
inchis, energia mecanicd se transformi in cilduri (se disipeazi in mediu
trecind in energie internd).

S#& presupunem acum ci punctul material se afld fntr-un cimp de forte

= - - P . » . . - . »

conservative F(r) care derivii deci dintr-un polenfial U(r), si este supus in
acelasi timp- la o fortd neconservativd (disipativi) F. Aplicind din nou
teorema energiei cinetice (3.26), oblinem acum

=

W:S (F 4+ F df = AE, =S15‘dF+SI’r' dr = — AU - W,

W’ =S B dr = A(E, + U).

Lucrul mecanic at forfelor neconservative (disipative) aplicale punctului
material este egal cu variafia energiel mecanice a punctului material,

De exemplu, Iucrul mecanic al fortelor de frecare, care este totdeauna
negativ, deoarece forlele de frecare sint dirijate in sens contrar miscari,
produce o sciidere a energiei mecanice, transformind-o in cildura,



Exemple. a) Cuzul nnidimensional. Fie cazul cind energia potenthud depinde de o singuri
woordonatd (de e\emplu, distanta pind la un centru al fortelor) (fig. 3 12). In absenta fortelor
‘disipative (neconservative), energia mecanicd totali £ = E, + U se conserva si cncrﬂn cineticii
‘se obt;ne ca dlferenta E,=FE — U. In figara 3.12, in cazul energiei totale F = PU avem |
U= PN si B, = NM. Deoarcce totdeauna E, = 0. pouctul material se poate misea fie numai

In ;groapa de potential® AQB (s5; < s < 5) din care nu poale jesi, fie in regiunea de la C ‘

da” infinit (s = s,) si nu poate escalada . bariera de potential® BTC.

“f

Fig. 3.12

In punctele unde energia potentiali U arc extreme, derivatele ef, deci foriele (v. 3.33)
e anuleazi si punctul material agezat in repaus in aceste puncte va.fi in eckilibru. In cazul
mnimulni energiel potentiale, echilibrul este slabil, decarece la o deplasare a mebilului, U ar
«creste si E, ar deveni negativa (deci viteza imaginard !) (1 fig. 3.12 pozifia Q(s))). Daci i se
imprim3 mobilului o vitezi micd. el va oscila tot timpul in jurul pozitiei de echilibru stabil

spre deosebire de eazul maximnlui lui U, cind mobilul se va depirta de pozitia de eclnhbm
instabll {fig. 3.12, pozii{ia T). (L. J. Lagrange 1788, G. L. Dirichlet 1846).
Daci existd freciri, energia mecavici va sciidea si oscilatiile particulei se vor f\m01t17a
%) Pentru cimpul gmm{ahonal teresfru in apropicrea suprafefei Pamintului, lucrul meeanic

efectuat de foria de greutate mg intre doud puncte P,,, depinde numal de diferenta’ de nivel,
-astfel incit (fig. 3 13y:

- S(—mg) dz=mgz. o _ (3.36)

‘Suprafeiele echipotentiale sint plane orizontale, liniile de forfi sint drepte verticale si forfa
m-_t} este indreptatd in jos, In sensul deseresterii energiei potenilale U:
F,=—3,U=0, F,=—3,U= Fo=—g,U=—mg. . (337

Daci avem o suprafalii netedd, firi frecare, eu profilul ca in figura 3.12, atunci energia
potentiald a2 unui punct material aflat pe aceasta suprafati in cimpul gravitational terestra
wva {i datd de aceeasi curbit U ~ z, dacit s misoara distanfa pe orizentald. De aceea migcarea

unei particule (siiniute) pe aceasti supraiata
tn cimpul gravitational terestru va ilustra
perfect-migcarea particulei in cimpul considerat
U(s). De aici provin si denumirile: ,groapi*
de potential ,.bariera® de potential, a ,esca-
Iada“, efect .tuncl” etec. Observim ¢d in me-

ZF {i=mgz)

b e

s
2y -~ ——— canica euanticd, spre deosebire de mecanica
__J 0 m_g . ) - clasicd, existd o probabilitate nenuli ca parti-
- cula si ftreacdl prin bariera de potential BTC

Tig, 3.13 din figura 3.12 {efect funel").

3.8. FORTELE DE FRECARE

La contactul dintre doud sclide apar forfe de frecare. Ele se datoresc
intrepitrunderii asperititilor i neregularititilor microscopice ale celor doui,
suprafete care se ating. In planul de contact existii, desigur, doui forte.
de frecare : actiunea si reactiunea, egale in modul si de sens opus, una ac-
tioneazi asupra unui corp, iar cealalti asupra celuilalt corp. Chiar fnainte-
de a incepe lunecarea apar forte de frecare intre solide, numite forte de.

frecare static sau de aderenfd. In cazul lunecirii ele se numese forte de frecare:
cinelicd sau de frecare la lunecare.

. Pentru a deplasa un obiect : =
pe podea, de exemplu, un dulap, =6
trebuie si impingem obiectul cu -
o anumiti fortd minimi, necesari F=0.v=0
pentru a-1 urni din loe, adicd T _
pentru a invinge intepenirea (ade- 77T T RAT T I I ISR
renta) initiald, de repaus. Exista )

deci o forti de frecare statici sau
de aderentd, maximd, f;. Dar, -

odatd corpul urnit din loe, este TG &
necesari o for{d mai micd pentrn F<f
a-1 mentine in miscare de lune- E; S 5t
care, pe podea, adici pentru a
fnvinge forta de frecare cineticd
sau de lunecare, f.<f, (fig. 3.14).

.

=-F
=0

ST T IrTivei 7

‘:fﬁ""i

M T /e sy,

c-,*w

o F-5
3.8.1. LEGILE FRECARII ‘ ! =
e ==1s
Experientele condue la urmé- e fS, T — 720

1. For{e maximi de aderenfd 6 ftaz (imitd}
fs i forfa de frecare la lunecare f,
tnire doud corpuri nu depind de

toarele douii legi ale frecdivii: mrrrrrr sy ,,_ln T

"ﬁ
aria suprafefei de coniact dintre p -G
corpurt. 7 B U AT Y
e . - - , Trigy le<ls
2. Ferfamaximit de aderentd f, Fo= fe T—— -
si forla de frecare la lunccare f, i i
R . TV TN T T rr PPy rry SLITITTTIT TN id
sint proporfionale cu forla de F
apdsare normald N, care se exer- ¥
citd intre.corpuri la suprafafa lor . Co
de confact : ‘ j =0
. lF:f‘(
fs '__.‘P-_sl\'Ts fe =N, fs > fo g7 1 ¢ G&'-g
r= e ¥ -
: [ S - V=const
.J"S > ;'J_c, (3.38) T I ITr I IITY IIIT N L R RN LR Y in i
unde y, este coeficieniul de ade- 15
renid, 'iar u; este coefzczeniul de '
frecare- la lunccare. ' B Fig. 3.14



Acesti coeficienti de frecare nu depind de aria suprafetei de contact
dintre cele doud corpuri (nelubrifiate), ci de natura materialelor si felul
preiucriirii suprafetelor.de. contact (gradul de slefuire sau de contaminare
cu oXizi sau alte substante), Coelicientul p, este practic independent de
viteza relativd de Iunecare a corpului (la Inceput scade pulin cu cresterea
wvitezei, apol creste).

Daci asezim un corp pe un plan inclinat, atunci unghiul maxim de
echilibru o, este dat de tg o, =, 5i se numeste unghi de aderen{d. La fel
unghiul planului pentru carve corpul luneeit uniform ¢, este dat de tg p.=y.
si se numeste unghi de frecare la Iunecare.

in probleme de sfaficd (cchilibru cu frecare) sau de rostogolire fard lu-
necare intervine w,, iar in probleme de cinematicd in care apare lunecarca
corpurilor intervine p,. Uneori deosebirca dintre p, §i p. poate i neglijatd,
deoarece valorile lor sint apropiate intre ele. ’

Cele doud legi ale frecirii au fost descoperite experimental de Leonarde
da Vinei (1452—1519) si redescoperite in 1699 de inginernl francez G. Amon-
tons. Ulterior savantul francez Charles A. Coulomb (1736—1806) a efectnat
multe experiente asupra freciirii si a subliniat deosebirea dintre frecarea
staticd si cea cinetici. In cinstea lui cele doud legi ii poartd numele.

i 3.8.2. EXPLICATIA LEGILOR FRECARII.

Aceasta rezultd din analiza microscopica a suprafetelor in contact. Oricit
de siefuite ar fi suprafetele, ele prezinti nenumirate neregularititi sau aspe-
rititi microscopice. Atunci aria reald a contactului este mult mai mica decit
avia aparentd macroscopicd (poate fi de zece mii de ori mai micd). Aceastd
arie reals de contact este proporlionali cu apliisarea normald, deoarece
virfurile neregularititilor, dacd sint supuse la apiisare sporitd, se defor-
meazi plastic (presiunea este foarte mare din cauza ariei mici} si aria reald
de contact creste practic proporfional cu apisarea. In cazu! lunecirii aceste
contacte-suduri dintre suprafete sint rupte si se formeazi continuu alfele noi.
I.a rostogolire asperititile sinl mai degrabil ,netezite® sau ,cilcate”, decit
rupte ca in cazul lunccirii, de aceea frecarea la resiogolire este mulf mai micd
(de sute de ori), decit frecarea la Iunccare (asa se explici rolul rulmentilor).

Este bine cunoscut rolul freciirii in naturd si in tehnied.

3.9. PROBLEMELE DINAMICII PUNCTULUI MATERIAL

i mecanica punctului material se pun urmitoarele doud probleme :

1. Cunoscind legea de miscare a punciului material, sd se delermine foria
sub acfiunea cdreia se produce aceasld miscare, )

Problema se rezolvi prin derivarea succesivit a ecuatiilor cinematice ale
miscirii. Intii se obtin componentele vitezei, apoi ale aceeleratiei. Inmultind
acestea din urmi cu masa, obfinem componentele for{ei.

11. Problema fundamentalii, Cunoscind forfa care aclioneazd asupra punc-
inlui material, pozifia inifiald i vifeza inifiald, sd se delermine legea de miscare
u punciului malerial.

Problema se rezolvd prin infegrarea succesivi a ecuafiilor diferentiale ale
dinamicii punctului material :

- = -
mr =F sau m& =F,, mjj =F,, mz =T,, (3.39)
in care forta este in general funclie de coordonate (pozilie), timp si viteza :
T - 3 - . - L - .
F(r, t, v). La aceste ecuatii se adaugi de obicei anumite conditii restrictive

gzng:calnr}és((:??I;eilpi\l;;l,mltc conditii pentru forte, de exemplu pentru fortele
. ‘Pentru a stabili corect for{ele trebuie in primul rind precizat bine sistemul
fizic pe care-1 studiem. Apoi il izolam mintal de mediul inconjurator si repre-
zentim actiunea mediului asupra corpului prin fortele éorespunzﬁt;)arel') se
spune ci ,eliberdm® corpul de legiiturile sale (cu ﬁlediul) dar introducind
reacfiunile respective ale Iegdturilor. Qblti- ' , o
nem astfel corpul ,liber”, supus la fortele
corespunzitoare, si putem aplica legile me-
canicii (alegind convenabil un SC).
.Oricare forid pe care o reprezeniim tre-
b_me sd fie exercilatdt neapérai de un corp
din mediul inconjurdior. Pentru a nu gresi,
este bine si urmirim urmitoarcle trei ca-
tegorii de forte :
— forte exercitate prin cimp, de exem-

-3 —
piu greutatea mg (forta eleetricd It ete.) :
— forte active de fraciiune san impingere
prin fire sau tije; .
-— forf{e de contact cu alte corpuri.
La confactul a doud corpuri solide apar ~ Fig. 315

ol 0 -,
totdeauna doud forte : reacfiunee normald N

si fo_.r.',!a de _frecarc I (f_ig__. 3.15). Reactiunca normali N se datoreste defor-
marii e]astche a corpului "din’ mediul inconjuriitor cu care corpul nostru
s_L.udJatn este in contact. Forta de frecare se opune deplasirii corpului si este :
— in cazul nealunecarii : 0 < Iy < f, =, N,
A ] L (3.40)
oo— in cazul lunecdrii: J; = f, = u,N. :
- - ) N - *
N -Dac:t corpql este in conlact cu un fluid, atunci rolul reacliunii normale
i -Joacuwfor[:’a' arhimedicit’ (verticald), iar forta de frocare va fi foria de
rezistentd (hunctie de vitezd), intimpinati de corp la inaintare. o
Exemple. Si .considcw‘im citeva cazuri simple de miscare reciflinic.' .
a) Forfa depinde numai de fimp. Se'poate aplica direct teorema impulsului;
t !

my — myg= SF(I) A, =, + L SF{!) dt = w{h), : e
. m

0
. ; . t ) . (341
dr=rodl, z=g,+ Sv(t) & = a(d).

0 :
b) Forta depinde numaj de pazifie. Se poate aplica dircet teoroma energiel cinetice:
. X

1 . 1 : 5 7 12
va- e myy = SF(::) du, v= 4 [v{;’ + = SF(:;) d.t] = v{x),
2 2 R - m e
z o ] ) s i
(vt =p; 4 2 Sa(x_) dx = p} + 2{ad(x — z,) — formula Galilei). (3.42)
E ‘
d &
dt = 25 i:i i,
|3 Jo(x)

de unde s¢ poate exprima x = .1:(1).' o



¢) Forta depinde numai de vilezd:

14
m Py, d= " m S L. O {3.43)
af F(n) F»)
Lo

Dacii se poate determina de afel v = p(f), atunci continuiim integrares :

t
dx = pdl, =, + Su(t)dl = x(i). ) (3.44)
0
Altfel, determinitm z = x(e): _
: d
Fdx:m-glda:=mvdu, dx == 200
dt ' F(v) o
~(34D)
»
v dr ’
T = Xy - mS = a(v).
F()
Vo

Eliminind v din (3.44-43), putem obline ecuatia mijscirii x = ().

3.10. OSCILATORUL ARMONIC

in baza legii fundamentale}, tinind seama de expresia acceleratiei {1.72),
avem
- F =ma =mi = — me’s =— kz, £+ o'z =0, (3.46)

adica forfa este propo_rﬁonal& cu ‘elongufia si indreptald spre centrul alractiv.
Reciproc, se poate lua. aceastd lege a. forlei. F. == — kv peniru definirea
migcarii oscilatorii armonice.

Perioada se exprimi prin constanta cvasielasticd k = mo® astfel :

i k =me? o =\/K, T =2=/2, (8.47)
' : m I
Energia potentiald a punctului material in climpul forlei elastice Fw==— kx
este
x a7 1
U :—-SF(I;E _=»—S(——Ic.1:)d.v:?k:c2 _ {3.48)
0 0 - :

si se reprezintd deci printr-o parabold (fig. 1.16).
Energia mecanici a punctului material se conservd :

1, ., 1.
E, r_:inw2 _ 1 melATsin¥(wl + o), U =—hka® =— kA® cos*(ot-+a),
2 2 2 2
(3.49)

R T .
E=E -+ U ﬁ—J—l—m(u2 + 0l = %-mmzfl'—:—‘)—kA'-_m—const. (3.50)
2 ‘ ; i

= =

Energia . cinetici se transiormi permanent in energie polentiald si reciproc.
In punctele extreme E, =0 si U este maximi, iar in centrul miscérili U =10
st K, este maximi. R — .

O fortd constanid I (de exemplu, mg) aplicatd oscilatorului armonic nu
face decit si deplaseze punctul de echilibru cu F/k.

Vur

Fig, 3.16

Exemplu : Un corp de masi m Suspcndat pe un resort clastic de constantii & oscileazd
vertical cu un oscilator armonie. ‘

Observajie. In mecanica cuanticd sé arati ci cnergia totali £ a’ unul oscilator armenic
este cuanlificatd, adicd poate lua un sir discrel-de valori: L fes :

E=ﬂm{n+—1-}, n=0,1,2,..,
2

(3.51)

i = hf2x = 1,0515-107% J:5 (& — constanta Planck).

3.11. PENDULUL GRAVITATIONAL SIMPLU .(MATEMATIC)

Pendulul gravitational simplu este un punet material suspendat
printr-un fir inextensibil de masd ncglijabild, care poate oscila intr-un
plan vertical in jurul punctului de suspensic ‘sub -acfitnea greutiifii sale
(fig. 3.17). TForiele de {frecare se neglijeazi,

Alegind pentru unghiul de deviere 0
sensul pozitiv cel trigonometric si axa O:
perpendicular pe figurd spre cititor, mo-
mentul fortei 51 momentul cinetic fati de
punctul de suspensie O se scrin astfel :

M. =M =—mglsinG, L, =L =mvl =

= mie (3.52)

(tensiunea  din fir F nu di moment

fali de 0). Ecuatia (3.10) dia atunci
M.=1L, — mglsin § = mi®§,

§ -+ %sinﬁ =0,  (3.53)

Fig. 3.17



unde masa /n s-a simplificat, deci oscilaliife mu depind de masa punctului
material. Ecuatia poate fi rezolvatd imediat pentrn oscilatii sub unghiuri
mici 6 < 1 rad (6 < 6°). Atunci sin 0 = 0 (in rad) si ob{inem ecuatia osci-
latorului armonic : C

6 —|— 96 =0 sau (j c.ﬁ() =0, 0 =« cos(wi + ), (3.54)

de unde rezultd (a nu se c,on[und'l freeventfa ungh:u]m & e cu viteza unghiu-

lari momentani 6) :
s L:_'VF_, T—2n V__ (3.55)
: l

gi legile ‘cunoscute ale pendulului:éimplu :

1. Légea substanfei. Perioada nu depinde de masa si natura substantei
punctului material”(indiferent de amplitudine).

2. Legea izoeronismulni- oscilatiilor mici. Oscilatiile mici sint izocrone,
adici perioada oscilatiilor miei (6 < 6°) nu depinde de ampliludinea lor
unghiulara.

3. Pcrloada oscilatiilor este direct proportlonala cu radacma patrata
din lungimea pendulului §i invers ,propori.lona]a cu ridicina pitrata- din
acceleratia gravitationali.

Aplicatie
Putem calcula usor si fensiunea F din fir (pentru orice amplitudine ¢ de escilajie), seriind

ecuatia fundamentals I = ma pe-directia radiald: -

DZ

F— mg cosﬂ_ma"—naT- . . - (©:50)
Dar dih— conservarea enéfgiei r'nqcapicc:.
-é—- mot ="m_gh = myl(cos 0 — cosa), . . N N 2Y))
de unde . .
F = mg(3 cos 0'—“2 cosa) B ‘ (3.58)

Tensiunea din fir ctte maximit pentru 0 = 0, 'u.hc.l in lnom cntul und f1ru] trece prin pozma
verlicali :

Foz = mg(3 — 2 cosa). ' (3:59)
In particular pentiru oscilatii cu amplitudinile o = 60° si 90° (bineingeles, oscilatiile nu mai sint
armonice) avem -

Faez = 2mg, {z = 60”)‘$i F ez = 3myg, (2= 0% : {3.80)

Tensiunca din fir este minimi in pozitiile extreme: Fy, = mg coso.

3.12. MISCAREA CIRCULARA

fn ‘miscarea circulari oarécare, for{a are compone’nteie (fig. 3.18):
S - -4 a e
' =ma, F, =mu, —mE m———S, (Fy=mp =ms) - (3.61)
: ¥ ' d ar. . B :
sau I’, =meR _mcoR __mBR

F, _hma.,l =mv*|R = mo®R = mwp,
vectorial :

F,=me X R, Iy =mo X » = —me’R =
= BB (3.62)
R-—- . .
tg p, _ X
t,
Forta ﬁ(F,, F,} poate fi de crice naturi : : \.I«‘ig, 218

elastica (fir intins, roti), gravitationala (pla- o 3
nete, sateliti), electrostatici (electroni in atom in modelul Bohr),
forta de fxecare solid-solid (antov ch]cule pe ‘;osea) cle.

In miscarea circulard, .uniformd v = const. (dar v # const),.decx a, =0 .=0
(dar a, =v*/R) si F, =0 (B =0) — acceleratia este centripeti si forta
este centripeta. R :

PROBLEME

3.1. Pe o masd este intins un lant. Un capit ai lantului, de care este pring un corp gren
de dimensiuni neglijabile, atirndi liber peste marginea mcsei, Cind poriivunca de lant de pe masa
are lungimea l, lanful incepe.sit lunece cu frecare de pc masi, Si se calculeze viteza lanlulv:
in momentul.cind el piirdseste masa. - :

I e =V

3.2, Un tren ineepe si {rineze uniform, parcurgind o dlstanlﬁ S = 180 m pini la oprlre.
Un pendul simpln suspendat In vagon a deviat cu vn unghi maxim ¢, = 10° dupa inceperea
frinirii. Care a fost vitera initiald’ a trenuluj? -

o o v, =\/2g= t{en/2) = 17.5 mist.

3.3. Peste un scripete ideal este treeut un fir cu (]UU‘I. corpuri Jdentlce dc masa ml’lecare,
atirnate Ia capete. Peste unul din-corpuri este asezat un corp adxgmml do m354 Am si in Tiryl
de suspensic respecliv este intercalat un 1csort {in de conslanti e]ast;m 7. Sa se calcu]ezo
&} Diferenia R, — R dintre apdsarea staticd si cea dinamicil exercitati de scrlpetc asupra ]ag.s-
relor sale ; b) apiisarea f exercitatd de corpul adifional Am asupra corpului pe care este asezaf ;
e} alungirea suplimentari Az a resortului in timpul miscirii. '

_(Bmyg
2m+Am

2gmAm

b) f= , (m + /_\.m)Am

(2m + Am)’

R.'4) R,— R= o) Ax = —y¢



3.4, Gu ce acceleralie trebuic s3 coboare un automebil de masi 3 pe deasupra unei sein-
dari de masil m asezati pe un plan inclinat de ungbl ¢, pentru ca scindura si lunece uniform
1o sus pe planul n:linat ¥ Goeticicntul de frecare intre scindurd si planul inclinat este .

A Tua= gl 4 mfM) (sing + peosa)
} ) *

——— Fozi0N

Il

3.8, Varfind inclinarca unui plan inclinat s-a gisit ¢ un corp asczat pe dcest plan rdmine
in repaus pind la un unghi maxim egal cu g = 30°. Fixind inclinarea la un unghi & = 45° s-a : — 7
giisit ed viteza limutd cle funceare hbcm a corpului in jos pe plan atinge valoarea ¢ = 4,0 m/s, '
forta de rezistentd a aerului fund proportionald cu pitratul vitezei corpulai. Lansind acum ' i el ’ ’
corpul cu viteza inifiald », = 2.0 m/s in sus pe planul inclinat (cu ¢ = 40) sd se aflc cn ce
vitezit se Intoarce corpul impm 1a baza planului.:

Afx, =010m)} X

e —— -

., p2 =} ! , ° = 1,0 m/s.
vife* 4 sinfe + @) fsinfe — cp)

. Fig, 3.19
3.6. Un pcn(lul simplu de masi m este h\at mu un ciirueior care: a} urcé, respcctw co- '
board, cu .o accelerajic constanti a pe un plan inclinat de unghi «.1.h) urcd sau coboari Libér
pe acel plan, unghlul de frecave fiind . 83 'se afie t unghiul de deviere ( al firului de suspensie
fatd de vecticaldl §i tensiunca R din fir iz pozilia de echilibru relativ a pendulului, precum ji
perioada micilor oscilalii in juru! pozifiei de echilibru relativ.

—acosce

Ix}

Rzm\/g'-‘+a2_-l,;2ga5ina, kU s F

R.a) tgl= - , A
© pgdasineg o N - .

T=2R "_Il.; i) O:gj:m,‘I\’:m_q_cﬁ; ’ T=2EVI_CEE.<‘1
‘ R R cosg; geosa

. “
3.7. Un corp suspendat de un resort OSClleﬂht cu pcnoada T1 == 0 50 s. Ad.mgmd un, corp
supl:mcnt’u‘. perioada devine T, == 0,60 s. Cu cit a cohorit ccntrul de’ osc:lat:i i !

:)!

R Ar=_T_ (3[',,3 — T}y =127 cm.
dre?

?

3.8, Un punct material executd oscilatii mici pe o curbd netedd situatd in planul vertical, xo S s - - L
in jurul minimuini curbei, sub acliunea greutifii. Si se arate i pericada oscliatiilor mict este . R N TE L e

Fig., 3.20

Byl

unde R, cste raza de curburﬁ a curbei in punctul de minim, sl : : =
3.9. O particuld se miscd pe o axil orizontali Ox intr-un cimp de forld, depcndent de co-
ordonatd, conform graficului din figura 3.19 (F, = 10 N). Asupra particulei aclioneazi de

asemenea si o fortdl de frecare, cu |I«:; | <1 I, Particula pleacd din punctul A de absecisi , = / \
= 0,10 m, fard vitezd initiald. _ o . . P o . Lo
a) Sii se caleuleze cdldura degajatidl prid'frecare, pinii la oprirea particulels - . S, T 14 . -

b) Gonsiderind | F,| = const, si se 'rcprezin_te, calitativ, vitera particulei .in. funclie de

Segmente de
coordonatd (traicctoria in spatiul fazelor).

parobolé

T, a) Particula se mised in groapa de potential U = F, | x| (ig. 3.20). @ = For, = 1,00 J
b) figura 3.21.
3.19. O barcd de masid m mtimplm din partea apei o iortﬁ de rL.letcnté proportwna.z‘i
eu pikratul vitozel, cu constanta de proportionalitate %. Dupa cit tlmp viteza initiald v, a
bireii se micgoreazii de n ori?

A4 (%)

it |

R = M

Fy,

3.11..0 bareit cu motor intiinpind din partea apei o for{d de rezistenid proporlionald cu . .
pitratul vitezei. In momentul elad viteza barcii este v, == 10 m/s, motorul estc oprit si dupa Fig. 3.21




un timp = = 17.2 8 viteza bircii devine de ¢ ori mai micii (¢ = baza lodaritmilor naturali}.
S4 se calculeze distania parcursi de bared in acest timp.

o,
e~ 1

= 100 m.

R 2, =

3.12. O bared de masd m == 100 kg intimpind din partea apei o fortd de rezistentd pro-
poriionald cuo vitezi. in momentul cind viteza bircil este », = 1,00 m/s motm:ul este opr_it
$i dupd un timp © = 10 s viteza bircii se micsoreazi de e ori (¢ = baza Iogaritmilor naturah)“.
Si se afle: a) constanta de proporiionalitate din legea fortei de rezistenld ; b) distania parcursi
in timpul indicat; c¢) distani{n pareursi pini la oprire.

1=G,3 m:  e)x, =<0, = 10m.

R.a) % =E—T—[= 10 kgls; h) 2= 2, =

LT e

3.13. O particuld cade liber in aer [drd vitezd initiald. Ea Intimpind din partea aerului
o fortd de rezistentd proportionald eu viteza. S& sc calculeze dupd cit timp particula atinge
99% din viteza sa limtd de cddere liberil, care este ¢ = 4,9 cm/s.

2¢
B f=23 — =23 ms.
g

3.14. O parliculd eade in aer fird vitezi initiald si Iutimpind din partea afarului 0 fc.)rt,z':
ae rezistentd proportionald cu viteza, Stiind vitoza limitd de cddere liberd ¢, sd se exprime
viteza §i coordonata particulei in functie de timp.

1 ¢ — gtfe
R, . p=¢l e L TP R e L )
. g ‘

3.15. Un corp cadé i aer fird vitezd iniliald si intimpind din-partea a‘erului o forid de
rezistentd proporfionali cu pitratul vitezel. Stiind viteza limitd de cddere liberd ¢, 53 se ox-
prime: a} viteza in functie de timp ;'h) coordonata in funcliede timp ; ¢) coordonata in funectie
de viteza. L :

at ¢ - ol c?
. { =¢th —; b =— Inch-—"—; ¢} = n ——.

n a) r=ct o ) p k. 27 Y

3.16. Un corp este aruncat vertical in sus in aer cu viteza iniftald »,. Gorpul .intim‘pina‘i
din partea aerului o fortd de rezistentd proportionald cu pitratul vitezei, Gunoscind viteza
lisnitid de ciidere liberd ¢, »i se atle: a) timpul de urcare £, §i indilimea ma:-'im‘ﬁ Iy, la care se
ridicd corpul: B) timpul de coborire {* §i viteza v’ cu care corpul ajunge inapol pe PAmint.

€ Uy c? A
B, a} l, = — arctg — , F¥ [, = — In(1 + vj/c*);
9 c 29
b = L1 (/e + V1 + ey, vo= (v} + L)1
g

4.7, Intr-un jsheaw curbat sub formi de circumferinld oriz.atald de razid R lunecd un
corp cu cocficientul de frecare p $i viteza initiald p,. S4 se afie: a) courdongta curbilinie s .in
functie de vitezd ; b) viteza inifiald necesarit pentru ca acest corp s fnconjoare complet cir-

cumferinfa.
T
;_" + Y1+ /Re)*
¥ .

1 o R )
It. a)s:—j?—[argsh—'-)-"——-argsh v]:—ln - H
2 Rg R 2 4 YT Ry
Rg

B} v = Rgsh d=p.

3.18. Un corp de masd m lunecs pe suprafata intericari a unei sfere de razi R:, cu coeli-
cientul de {recare la lunecare u, pornind fard vitezd inltiald din extremitatea unui diametruo
orizontal al sferei. S1 se exprime energia cineticd a corpului in funclic de unghiul la centru 8
descris de raza vectoare a corpului.

I. m _mgR [3iecos 8 -+ (1 — Zu?sin © — 3pe2no]

. 2 1+ 4y =

8.19. 34 sc arale ci Ja miscarea liberd a unei partieule in aer, oricare ar i forla de rezis-
tenld a aerului, avem

diy

da?

o
HNI‘Q
.

unde v, esle componenta vitezei pe axa orizontali.

3.20. O particuld este aruncatd in aer cu viteza iniliald v, sub unghinl. e, 1214 de orizon-
tald. For{a de rezisten{d din partea aerului cste proportionali cu viteza. Gunoscind viteza li-
mitd ¢ de ciidere liberd, si se serie: a) componentele vitezed v. » 0 functie de titnp ; h) coorde-
natele z, y in funcic de timp ; ¢) timpul de ureare {,, pini Ia indl{imea maximi ; d) coordo-
natele indl{imii maxime; e} ecualia traicctoriei si asimpiota ei.

R. a) v, = pycos 270, p, = (¢ + v,sine)estic —¢;

c” . cE: mo,
b} &= —pycosu,(l — ¢ otic, =— |14+ ——sing | — etie) —er;
g I ¢ .
2 .
t) fm=——c—ln(1 + L singg |5 @) zp e 2050 2% t .
g 4 2q !

1 »
1 — psineg,
e -

¢ . ¢t Dy .
Ym = — 1 SIN 0 —ﬁ— In(l —,i~--9-smoca);

g g ¢
) . ‘
e) y—_n_cm_(1+.n_°sm% +_c_.1n(1_....L .
#, €OS &, ¢ g CDy COS ¢y

asimptota verticali: z = £ Dy COS g2
g ) ]

324, Sd se arate ci In orice miscare puand a uned particule momentul’ sfiu cinetic tn
raporf cit ¢ axii garecare din planul miscirii se conserva si are valoarea zero;- .

R. _Impi:lshl mv este incident sau paralel cu axa, deci L = 0,

veetorul L fatii de un pol din plan este perpendicular pe i)lan.

3.22. La pendulul cenic (particula deserie un cere orizontal, iar firul de suspensic, pinza
unui conj, fatd de care punct se conservi momentul_ cinetic al particulei si ce va}oarc are?
Care este variajia pe unitatea de timp a momentului k:in(;tic fatd de puretul de suspensic?

R. &) Fatd de centrul cercului : L = mor = ml sint o ¥ g1jcosce, T este verticai::.(lil ! ﬁfidt | -

= | M |=mgr=mgisine; L = M ecste tangent la cerc.

3.23, O particuld se miscd iiber, 7813 frecare, sub acjiunea forlei de greutate, pe supra-

fata interioardi a unei sfere. Si se arate ¢ momentul cinctic al particulei in raport cy diame-
. y . N . . " v
trul vertical al sferei se conservi. v

R. My = 0 cicl m; este paralel, iar N este.incident cu diametrul vertical.

3.24, Doud particule se mised rectiliniu uniform cu viteze egale fn modul dar 1.« sensuri
opuse pe doud drepte paralele. $3 se arate ¢ mcémentul cinetic total in rapori cu orice punct
din spajiu se conservi si nu depinde de alegerea acestui puncty

R. L = dmp, unde mv este impulsul unei particule 5i d — distanta dintre di-eptc (f este
perpendicular pe planul misedrii).

3.86. O bilk de mas# m = 100 g, Tegatd de un centru fix printr-un fir de lungime {, =

= 60 cm. executd o miscare circulard uniform# pe un plan orizental neted fHird freesr] cu tu-

rafia n; = 1,00 rot/s. Ce turatie va avea bila dacs firul se scurteazii pind la Iungimea [, =
= 80 cm ? Ce lucru mecanic a efectuat forla care a scurtat firul 9

R ny=nBiE=40 rolfs; W = — m-4nrrii(i2 — 1) =212 I
2



3.28, Peste un cilindru dix este trecut un fir astlel
fneit unghiul Ia centru al portiunii infisurate este 0
(fig. 3.22). Pentru ce raport al tensiunilor din fir, T,/T,,
firul va incepe sii lunecce, dacd coeficientul de frecare
la lunecare dintre fir §i cilindru este . ?

Considerind ci B = 1 i ¢ la’ capetele firului atirnd
doui corpuri de mase ., care este conditia de lunecare
si cu ce acceleratie se miseil ‘corpurile dacit aceasti con-

" Fig. 3.22 ' ditic este indepliniti ?

, m,fm, — c7H
H. 7T, =c0 |, myfm > o7, a=yg —'I-’——— s
myfm, - e~

A, - 2m, e , entt — 1
Ty 2o e, T,:——‘g—m—; T, — Ty=2myg——— .
myfin — e m.jm, — ew- m,im, 4 c=

3,27, Un punct materinl de masd m pornesle din repaus (din origine) sub actiunea lorfei

heg s . o
F = Iy cos ool. 81 se scrie legen miseiril.
-
R z= —Le (1 — cos ).
meo*

3.28. Un lang de laln(.;.im'c ! éi masi m este {inut initial de capdtul superior astfel incit
capiitul siu inferior atinge o masd, apoi se lash si cadi liber. Ge forid va exercita lantul asupra

mesei $i ce impuls total transmite el mesei? ) - s
¥ - 9 . —_— 2.
R Fe Mo 1<V3lg: p .-:%Vzgz.

3.29. O particuld toveste perfect elastic {si oblie) o altd partienld identicit aflati tn repaus.
$i se arate ed vitezele particulelor dupd clocnire sint perpendiculare intre ele. 0 o

3.30. Pe o masi:cu pernd de acr deseric ¢ mijeare cireulari un dise de mash m prins prin-
tr-un Cir orizontal, trecut printr-un orificiu in masd si tras In jos cu viteza constanti u. Care
este tensinnea din fir 1o funciie de raza.r, dacil pentru r =1, viteza unghiulard era o, ?

R. N ‘

3.51. Un slep:porneste din repaus tras de o fortd orizontald constantd F. El inbimiil:ii din-
pariex apei o fortit de rezistentd propottionali cu: a) viteza (=Fkp): ) piteatul vitezei (—ko%.
SH se scrie legen vitezel si logea migclril. ' ; _

. . . [ - .‘..-‘F' T ‘.' sttt Lt
. a) p =2 (1 — o=Fm), PO LU %’l—

(e™¥im—1);

N 5
RTINS Lo R P N TR S A

IR [ GRETVR I . - m. Lo om0t
— 2 ARF, = S MEF, = — i e—— '
B) » V I th m VA k In ch m \l‘ 2k a-xxl_-F,—kU‘, AR FUE N

$.32. Un'glont pornssle cu Vviteza initialit- #,. E1 intinipink din partea aerului o [oftd de
vezistentd proporjionald cu ¢ubual vitezei : —kp%. Naglijind gravitatia, s se afle. legea vitezel
5 [ - N (I Lo O E o Pt S

gi legea miscdrii. o ' _
R o N e B.ori 1 i 3 I
Lot tm - -H-—_‘-——-—-— B R T L B 4o LD b

R. o= (1/o% + 2kt/m)~ 1 v = ..F—\fljva-{— Sitim — I :

CAPITOLUL 4 :
DINAMICA SISTEMULUI MECANIC

. Pg‘-m sistem meeanic vom intelege un sistem de puncte materiale, care nu
sint independente, ci supuse Ia legituri reciproce, astfel incit forn;eflzf"l un
»intreg”™ mai mult saw mai putin deformabil (R, Boscovich 1758) Ex‘en;ple-
un corp considerat ca ansamblu de particule (molecule, ioni), o 'r‘nasin"l '1](;
cirei pirti pot fitaproximate prin puncte materiale, .sistemul,s})lax' etc'."f B

Pentru a deduce legile sistemului mecanic nu este nevoie de’ priticipii
noi, ele se deduc din principiile formulate pentru punctvl material.p P

" 4.1. FORTELE INTERNE

Asupra fiecirui ateri e o
N ‘ p ecs Punct nlaj,(?rial m; din sistem se exercitd, pe de o parte,
orte inlerne (F,, dip.partea celorlalte puncte materiale m; ale sistemului 51,

pe de a'lté _parte,' forte externe I, din partea corpurilor externe care nu fac
p'arte dm'sustem. Fori;(?le }nterlle sint forle de interactiune dintre particulele
sistemului (molecule, ioni ete.). Conform principinini 1YY, forta {actiunea)

—
(F 11 exercitati icul; ¢ iculei i3 '
: I it ._d:i particula m, asupraapartxglflel,.mk este egalii‘in modu! si
e sens opus cu iproca i cercitati i
. P s cu E:I,:a rec1p1.oca (reactiunea) G, exercitati de particula m,
asupra particuléi -m, : ‘ S e AN

Frr == — Fous (Frp = 0).sau 5“"4- F e =0, (4.1)

gic'{i{,.a fortele in’(cfr_nte sdg‘n_t totdeauna perechi, doudl cite doui cgale in medul
e sens opus (forle de inferacliune), de aceea insum ii f

) t fiun [ ate fiind

sistem dau o rezulianid nuld : ’ pemirn fatregul

. : —E =00 e (D)
. ) L SRR :
Forta interni rezultanti asupra particulei m, este:

(}Zk =§(}f“’ - (N — numirul total de
i=1. " 7 .particule din sistem) - (i.3)



si prin Insumarea asupra tuturor particulelor din sistem regisim (4.2):
o —_—
ol
= Fp =X Fn =0 (4.4)
IS Il
Momentul rezultant al forlelor interne este, de asemenea, nul:

Er: X 7 —Lr; X F oy = (4.5)

in adevidr, ultima sumi este formati din
perechi de termeni care dau zero:

- — - - — —- . o .
Iy X (Fye 1 X‘?ﬁll‘:rlx GF:& S P

-

K (Fre = () — T2) X (Fi: =0,

o — — -

deoarece Ty X (Fje =T X (Fya reprezinti
momentul aceleiagi fmte s hté de dce-

laql pol O, saun altfcl deoqrece 1"1 — r, esle

paralel ct F1e (fig. 4.1). - : c.- Tig. 41
Se poate ]udeca 51 astfei : : S s

ET'.' X (?:rz = IZ? X F =—E?z X F (4.6)

kI Lk

unde am tinut seama intii de {4.1), apoi am schimbat notatiile mdlcllor de
samare findici ,.muti®). Luind semisuma celor doud e:\presu pentm _/}z

' .
v

Le@ im0 o T A
o ) BT TR EE R vy

9 |‘——* :

o
C A =
. . shrlow L .
. v - - ’ . ' —_ N ) oo
deoarece yvectorul rp — rp este paralel cu. GFpp « v
‘Teoremd. Rezulfanta forlelor inlerne si momenful rezullunf al forjelor in-

ierne fqid de orice pol sint nule. ‘ A
Lucrul mecanic al fortelor interne nu este insd in general nul:

—_— S Frt s —_— - - —_— -
(Fpdrs -+ (}'u.»drz = A F ad{ry — 1) = (F ,drgy,
‘ ._* K I Coae . .4:
dT(} ‘—z ;(Irk -*-—-—Zr—”dl‘“ g LT ( 8)

in cazul corpurilor rigide. (nedeformabllo\ dlstan’;ele reclpmce | &.mt
constante : : : :

g ! S A T - R
I‘;z = gonst —rlﬂl"udr,‘.g = 0 —* dr-‘,_.;__l_r‘k‘;, }

Tl Fid = drgy L F ey > (Fpdipg =0, (4.9)

deoarece (F,; este paralel cwr,, si perpeadicular pe dry,, deci lucrul meeanic
{4.8) ecste nul.

Pentru corpurile rzgzde (nedefommbzle) lucrul mecanic al forfelor interne
esfe nul.

In cazul corpurﬂm dcformablle ins#, forfele interne efectueazd in general
un lucru mecanic de deformare.

4. 2 TEOREMA I\!IPULSULUI TOTAL

Sa apllcam ecuatia fundamentald (3. 1) fleciirui. punct material al s;ste-
mului :

. d—‘{(mv,)ﬁ%ph:@ T @10

'Pnn insumare asupra tuturor punctdor sistemului, obtinem :

—_ {l —_— _:, —_— ,
—%p;.- = IEGZ;. -+ EI' =3l =F -(4.11)

dcoauce E(F;, —2,6"“ 0.
Teoremi. Dcuuaia in mpo:! cutimpul a zmpul&ulm total P al szs[emulu:
este equlid cu rezullanta T a for{elor exierne aplicaie sisiemului.

Daci rezultanta fortelor exferne este permanent nuld, impulsul total al
sistemului se conservd : Sistemul nu-si poate schimba impulsul sdu total deeit
sub actiunea unei forte rezultante exferioare, cave de fapt transmite impuls
din partea corpurilor exterioare,cu -care sistemul interacfioneazi. Fortele
inferne pot doar redis{ribui 1mpulsu1 intre pirtile componente a]e snstemulux
(de exemplu, prin ciocniri intre particulele sistemului). -

Sub formi integrati avem :
—_— — — — — .
H = SFdz, — AP =P, — P, o {4.12)
analog teoremei impulsului pentru punctul material.
4.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC TOTAL

-S4 aplicim ecuai;la fundamentala sub forma- (3 10) hecatul punct mate—
rial al sistemului : : ,

. d Iy — d = s L S s E - .
.—dE(FkX _PJ.-)"-—*;EEL,,_ :.:F X @k_*{'f F"‘;X F, = jzk + Mk.' ‘ .(4_13)

£

i ¥ Teoremele care urmeazii sint valabile Tn SR inerliale.

brir )



Insumind dupi#i toate punctele sistemului rezultd :

-

d - d I wdef — e —
I Le = =3 Te X r, —~M, =YL, M=SM., @19
df & d¢ .v.- k

deoarcce

S ‘:Er.':,x EIZ‘I.: =EFL x (;’r.'}” = 0.
kI

- - . 7‘ ' :-. . . oy
Teoremi. Derivata in raporl cu fimpul a momeniului cinelic {olal J al

sistemmudui fald de un puncl dat {pol) este egald cu momenful rezultant M al
forfelor externe fafd de acelasi punct (pol).

Daci M = 0 fati do un pol, atunci Fi fata de acel pol se conservi, adici
rimine constant in timpul miscirii sistemului. La fel, dacii fatd de o axii
M, = 0, atunci - momentul cinetic in raport cu acea axd J, se conservi.
Folle‘e interne pot doar redisiribui momentul cinetic intre particulele com-
ponente ale sistemului (de cxemplu, prin. ciocniri).

Prin integrare oblinem : ' '

B —s{F xalt, ~\Fra=a7 =3, -7, C @13)

analog teoremei momentului: cinetic pentrn punctul material,

4 4 TEOREMA ENERGIEI CINETICE TO’I‘ALE o

, Scriem teorema energiei’ cmntxcc (3 25) (nerelalwxst) pentru fiecare punct
‘material al sistemului

o : e

d(;— m,,.v;.) = ((F b Fdry=dW, ;- dW,. - (4.10)

o

Insumind pentru toate'punctele sistemului Vs;»i int>rlgri,nd, obtlinem

d Z— Mt =5 (Fr 4 Fo) Ay = dW + AW, @.17)
A X mp = AE, ﬂ‘E}_S'(G"x A Ty dry =70 + W. (4.18)

Teoremi. Varialia energiei cinetice lotale a sistemului este egald- cu lucrul
mecamc cfecluat de toate forlelc atit .externe, cit 51 mterne.

i

Pm’gele interne pot mdn sau micgora encrgia cmetlca totald a mstemulm
pe seama altor forme de onergw (prm mtermed;ul lucrului mecanic al fortelor
interne), Coe ot L

Exemple, Prin c\ploz.n unui obuz aflat inilial in 1cpaus {2cci cu energia cineticil inijiald
nulit) forfele inlerne creeazi o energic cineticd a schijelor pe seama energiei chimice. Prin ar-
derea combuskibilului unei vachete se ereeazi prin Iucrul forfelor interne cnergia “¢ineticii a
rachetei. Un cosmonaut, chiar izolat in stare de unpondcrablhtatc, isi poate misca membrele
si instrumenteie cu ajutorul forfelor proprii cte.

in cazul solidului rigid, lucrul mecanic 7 al forlelor interne este nul

si numai fortele externe pot schimba cnergia sa cineticd.

Sistemn conservativ

Un alt caz imporfaﬁt este accla ¢ind forfele interne sint conservetive, atunci
se poate introduce energia potentiald a sisfemului, funeiie numai de poziliile
tuturor punctelor materiale ale sistemului, adicd funcfie numai de configu-
ralia sistemului :

W=, S Fpdr 2 AU, (4.19)
I

Teorema energiei cinetice devine In acest caz:

=
I

f

}
*M

H

1
>
=
-+

AE, - U)=5 SF’,_.d‘T-,, =T, 420
R . y .

Prin. urmare, parialia enegiei mecanice, cinelice si poieh!ialc, a unui -sistem
conservativ esfe egald cu lucrul mécgnic al for{elor’ externe aplicate. De aici
reznltd teorema conservirii energiei mecamce (unetlce .51 potentlale) a unui
sistem conservafiv izelal

45, MISCAREA CENTRULUI DE MASA

Se numeste centru de masi al unui szsiem mecamc punctul defzmt prm
vectorul de pozifie

- et 1k g ELl
Tem —— 2 mygry, .M == My,

. . P e 2))
o 1 ‘ 1 1 o
Tom =—25 MiTpy Yom ==— 2 Mplis Zom = DM I
. m . m . T m S
sau peniru o dist}ibuiie confinud a m_asei' :

' ;:,m.dif L S dm'——l--Srp dV Tem ‘=~‘~1a-S:rp dV-ete, ~ (4.21)
m m mJ
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Daci sistemul se descompune in pirti 34, cu centrele de masa cunoscute Rm s
atunei grupind sumele (4.21) pe aceste pirti, avem :

-
it s ' m

Centrul de masi (CM) este un anumit punct geometric asociat sistemului
mecanic; in acest punct pot si nu exisle particule sau masi distribuiti,
de exemplu, CM al unui inel sau al unei pituri sferice.

Dacdt un corp omegen posedd un plan san o axi de simetrie, CM se va
gisi in ace! plan saun pe acea axi, iar daci corpul omogen posedi un centru
de simetrie, CM va fi in acel punet.

Centrul de masi joacd un rol ercep!wnal fn studiul miscirii sistemului,
dupd cam se va vedea mai jos, U

Derivind formula (4.21) .ohlinem :

.-; -— - —
Mgy = Mgy = 3 MUl = E Py = P. (4.22)

v

Teorema 1. I mpulsul fotal P al sislemulz'zi .esfe egal cu masa m a sistemului

tnmullitd cu vifeza um ¢ cenfrului de masd, ca §i cum inlreage masd a sisiemu-
lui ar fi conceniratd in CM §i s-ar misea cu vifeza acestuia.

Daci sistemul ‘este izolal: = P = O P = const (impulsul total al sis-

temului izolat se conservi), dar e __nwcm, deci vcm == const.

In raport cu un reper inerfial, centrul de masd al unui sistem izolat se miged
rectilinin umfonn sau eslc in repaus. (\ceasta esLe legea inerfiei pentrn un
sistem.)

Derivind inc# o d'ita (4 -22) si linind seama de (4.11), obtinem

- —r

Mgy = mrrcm = mc.zcm = P =" = E F. | _ {4.23)
£ . Lo

Teorema 2. Rezultanla forfelor exierne F este eqala cu mase sistemului m
tnmullitd cu acceleralia CH.

Centrul de masd al bleLmulm s¢ miged ca un punci material cu masa egald
cu masa sistemului §i asupra céruia se aplicd rezuliania for{elor exierne (teo-
rema miscarii centrului de masd), ca si cum toate foriele externe s-ar aphca
jn CM.si intreagi masd a sistemuliui.ar [i concentratdi in CM si s-ar misca
ca acceleratia acestuja. e ‘ -

Din (4.23} rezulti sub forms integratd :

i = S?‘ Al = mAv,. (4.24)

Impulsul forlelor externe este egal cu masa sistemului inmulfitd cu variafia
vifezei cenfrului. de ‘masd. ‘ .

Consecintd : bor!elc interne nu pol schimba miscarea centrului de mast.
. De ekemplu dupd explozia unui obuz in vid, centrul de masi continui
sii se miste neperturbat pe parabold, ¢a si ¢cum nimic nu s-ar fi mhmplat
desi schijele se imprastie in jurul traiectoriei (fig. 4.2). In. momentul in care
una ‘din schije atmgu Pimintul, intervine o forta externa si, bineinteles,
CM isi schimbd miscarea. S

an

1 s .1 . ey
Tem = — E st-Rcm g3 Tem = _E ﬂ:[s-)&cm § etC. (4-'21 )

Un cuplu de forte, oriunde ar fi aplicat, nu poate schimba miscarea cen-
trului de mas# (rezultantd nuldl), ¢i doar releste corpul in jurul centrului
de masd. De exemplu, dacdl intr-o barci usoari de caucine (pneumaticﬁ)_
punem fin diferite locuri un bloc de plumb si aplicim bé#rcii in diferite locuri

- ~ =i
-~ o ?‘?{‘me
- P o - \.\ <
——— - . .rn L]
% L70M g N
~
‘ N
(YCM v
mg
T7777 777777 77 7 77 77 A A7 ddd AT ErEFE 7S
Fig, 4.2 '

un cuplu de forfe crizontale, nu vom
putea urni din loc CM al bércii, a cirui
pozitie coincide practic cu cea a blocului
de plumb ; barca se va roti de [liccare
dati doar in jurul CM (fig. 4.3).

4.6. MISCAREA IN JURUL
CENTRULUI DE MASA

" Teoremele de deseompunere

Sistemul ‘de coordonate inerjiel legat
de laborator se numeste ,sislem de coor-
donate de laboralor®, notat prescurtat SL.

Alegem un SC mobil eu originea 'in CM al sistemului si cu-axele de arien-
tare fizd (de «xemplu, paralele) fatd de SL, care se miscd deci prin {ransiafie,
solidar cu CM. Acest SC se numeste ,sisiemul cenirului de maesd*, notat pre-
scurtat SCM. Subliniem cd SCM se -miscd prin translatie fald de SL, indiferent
de miscarea CM, dar nu se roteste fald de SL.

-Atunci migcarea punctelor materiale ale sistemului se descompune inir-o
miscare de {ransiafie, egald cu translatia centrului de masi si o mlscare rela-
tivd injurul centrului de masd, anume in SCM: Averr (fig. _4.4).

- ) -, t B 2 o .
Iy =rcm"l__rk1 e (425)
Prin mmultlrc cu m; $1 sumare avem
kark = Emﬂ cm + Eml.ﬁ. sau, mrcm mmf'cm + Emkﬁ.; .
adici '

Rem—Smie0 (425



<

Fig. 4.4

ceea ce era evident, deoarece CM eoincide cu O si deci vectorul siu de pozitie

relativ r.,, in SCM este aantomat zcro.

4.6.1. IMPULSUL

Derivind (4.25) avem .

Fro=Top ~i" Iy SAU Vg = Vey T+ Vg, . T (4.27)

deoarcce
-, o R T N =
Ty = (el b gl e mK) = 2l g gk =y

versorii SCM se miqca. prin lranslalw ‘deci derivatele lor sint nule.
Inmultmd (4.27) cu m, §i sumind avem '

=’Zm'1.-vkl'= kal’cm - ka% = mUem f’ Emrﬂ’k = + My,
de unde ' ' - o

P —Em;,v,, = mmm =0, o =0, : (4 28)

adlca zmpulsu[ relaiw al szstcmulm, calculm’ in SC\’I (1mpulsul propuu sau
1nte1n) este zdcntw nul. Aceasta este evident deoarece CM coincide cu 0

sideci viteza sa nem in SCM este antomat permanent zero. De altfel relat;la
(4.28) se obtine direct prin derivarea reial,lel (4.26).. ‘ SO

Prin urmare, zmpulsul total al sistemului P an:k comczde ci zmpulsul

orbital sau extirh P -*‘chm, impulsul propriu sau intern gy kauk fund
identic nul.

~ Teorema impulsului total, valabild in SL, va f1 valabild 51 in SCM numai
dacd acesta este ineriial, atuneci in mod banal F =0 si P =0,

e

4.6.2, MOMENTUL: CINETIC

Sa transformiim, conform lui {4.25, 27), expresia momentului cinelic,
caleulat in raport cu originea SL:

— —r - — -y -3 . =
J = Eria X Mgy $E(I'cm A}_ ri:) X mk(uc_m T Uk) =
oo - -3 " > = IV
= lem X Mpbom | 2 X Myt - Direm X Mg + 2imT X Veme

Ultimii doi terment se anuleazi conform lui (4.28, 26), astfel incit rezultd
descompunerea :

T = 357 X Pe =Tom X Min + 5% X Pp =Few X P+ S =L+ 8§,
(4.29)

g . . - . ‘
adici momentul cinetic folal J (in raport cu originea SL) este egal cu momentul
hd N - i N . i -
cinetic orbifal sau extern L al centrului de masd, in care ar fi concentrrzln foald

masa sistemului, plus momentul cinelic propriu sau intern (de ,spin®) K calwlat’

in SCM (in raport cu CM).
Derivind (4.29) si tinind seama de (4.14), rezultd

5 5 - - 5 ey — - — r-)i ) - —
J=rem X Porrep X P4 S =M r—*zf'f; X Fy :E(rcm‘Jl'ra-) X Iy,
dar . ' :
- — - = —_— —)‘
Tem X P =Uem X Miep =0, _P = 1
astfel incit
5 — — - _"_' - -3 .J,f — —) [ -—:
J=rem X F4+ 8 =ren X F+ 50 X F,, (L =rem X F),

‘de unde rezulti teorema momentului cinetic relativ:

-§=-£1—i-2-;7’~ X 5;: =Tﬁ’ =2 X Fr, - - (4.59)
AS =% 7§, ;S’_ﬁ’dt, N € K3

adicdi feorema momemiului cinefic se expnma la fel tn SL si tn SCM, dricare
ar fz miscarea. de imnslai:e 7 SCM : :

'4.6.3. ENERGIA CINETICA
Sa transformiim acum si expresia enmergiei cinetice :
’ e = Vet 1% = VR 0+ Wenty.

S~



Iumultind cu m, si insumind, ultimul termen di zero, conform lui (4.28),

51 obtinem teorema lui 5. Kinig {1751):

E, =3 %m,_.uﬁ _—_énwgm -+ Z'% myv’ =Eou + FE, (4.32)
adici energia cineticd folald a sislemului E, (in SL) este egald cu energia cine-
ticd de translalie (orbdilald sau externd) IE.,, a cenirului de masd, in care ar fi
concenirald toatd masae sistemului, plus energia cineticd relalivd (proprie suu
internd) E; in SCM. (Termenul de -,,‘interferenl;fi“”dintre ele dispare nuimai
in SCM ). ' '

Teorema energici cinetice (4.17) devine acum :

&

. ]_ a . . —r —: — >,
dI:’-: = d("_’;" meom Ec) = Z((_f:k + }'k);(drcm + dr.’c) =

= 3 Fldrem -+ F Ay -+ B(Fy - Fr)dr,

dar E@;, =0 si

dt

d = =t |
—(MWep) == I d ("“)’" mUEm) : Fd"cm = '”cmd! {4.33)

astfel Incil rezulli teorema energiei cinetice relative:

’ ] . 43 e _: i - ! ’
dE, = d3] T)—m,,.v,; = 3{F, - Fodr, =dW - dW, {4.34)
AE; = By — By =3 | (F: + Fdr, =" + W/ (4.35)
. B . ' . L

adici leorema energiel cinefice {olale se exprimd g fel in SL si In SCM, cricane
ar [i miscarea de iranslafie ¢ SCM.

‘In concluzie, teorbmele de mai stis ne arati ci mmcarea unui sisiem
mecanic se descompune in miscarea de translatie (orbitald sau externi) «
cenfr wlui de masd in care ar fi concentrata foatd masa sistemului si in care
s-ar aplica rezultanta forjelor externe, si in miscarea velativii (proprie sau
internd) fafd de centrul de masd. fn SCM.

Obzecvaiii. @) Lucrul meeanic al forcelor {nferme oste acelugi InJSL¥si in SGM, - fiinded o
translajic globali a sistemulul meeanlc nu medificd Iuerul meecanic al forfelor interne:

[ — —> — —b ‘ - - -
dW = DF lry = 2 (Fllren + drg) = 25 GF ey, =dW’, (4.36)
nu insd luerul mecanic al forielor externe: |

1
AW = 2.1' AT = F drem 4 D Fodr, = d [ mvcm} + AW (4.37)

by Gn elmp gravilationalixniforin nu inflienfeaza cu-nimic momentul cingtic relativ (pro-
priu sau, intern) si energia cineticii relativa aie sistemului in 8CM, In..adevir,  conform ,Jui
{4 26, 28):

—i' —b —_ ) ' -3 - - — . 7
Fo=mug, M = EFEX myg =Z_mkr)-; e ,rTz,: Fam 3% my =10, E {1.38)
4’ Ei’-idr,‘ = S‘mudu = qEnzLJLdI = m_; 1)c At =0 . (1.39)

Rezaitatul estc Lwdcnt dnmrcac Lcntrul de masi coi nudu cu centrul, d(, ffreutatc, Zl(ll(!d. cu
punctul de 1plu.ape 11 1chle'mtc1 0 mg a forlclor de greulate paralcle 1';_ = m” si deci

momentul fui & fati de CM este nu! (zc,n = 0) si puterea dexvollatd de (i este nuli {vcm = 0}

4.7. CIOCNIRI

Prin eioenirea a douil sau mai multe corpuri se intelege. In. general unm
proccs de zntemclw in care atit inainte cit si dupid interactie corpunlc se
gisesc la distante mari (infinite) unele fati de altele, adicd nu 111Leracl,10neaza
inainte si dup# ciocnire, deci inferaclia dureazd un {imp finit.

. 4.7.1. CLASIFICAREA. CIOCNIRILOR .

"Dacdt in urma ciocnitii slar ea, internd « fzecar ui corp nu se schnmh‘x, cioc-
firea se numeste clastieii.”

‘Vom considera ciocnirea: cmpuulor macroscoptce e

In momentul atingerii cgrpurile incep si se deformeze, v1teza Tor refativa
{a unuia.fatd de celilalt) se reduce la zero, energia cineticd relalivd. se trans-
form# in eneigia de deformare si in alte forme de encrgic. Aceasta este etapa
de’ compunnre ‘Urmea%zi apoi etapa a doua, de separare a corpurllor defor-

matiile- se redue, vitéza 1chtwd creste si energia cinetic relatwa se resutule

pariml

In ciocnirea ez‘as‘luu dcformaln[c s¢ anuleazi si energia cinelici r(,latwa
se restituie integral, fara a se tianbforma in alte forme de energie.. -

in uocnue‘l icta[ neclasticd (plastma) corpurile fuzwncdza (se. cupleaza)
si continui miscarea Tmpreuni, cii o vilezd comuni.

fn realitate, ciocnirile corpurile macroscoplca, ‘nu smt (pelfd(,l.) elastlce,
¢i mai mult sau mai putin neelastice.

" Dacii descompunem viteza relativd de cioenire vy = — U (a corpului 1
fatd de corpul 2) dupd linta de ciocnire NN si planul de contact, tangent,
TT" (fig. 4.5), atunci ambele componente se
schimbit in general prin cioenire, deoarece cor-
purile nu sint nici perfect clastice si nici abso-
lut netede.

Componenta vntezm rdatne normald pe-
planul de contact, .y, isi schimbi semaul prin
ciocnire, deoarece inainte de ciocnire corpm:lc
se apropiau unul de altul, iar dupi ciocnire se

depérteazi unut -de altul. Corpurile .nefiind -
perfect elastice, componenta normali a vilezei

relative dupd ciocnire oy, este in modul mai ‘
mici decit inainte de ciocnire, | v, | < | v, |. Fig. 4.5




Componenta vitezei relative, continuti in planul de contact, »,,, repre-
zintd viteza de lunecare a unui corp peste celiilalt in momentul ciocnirii.
Datoritd freciirvii, accastid vitezdi se micsoreazit in urma ciocnirii, »,, < v,

- Dacd linia de cioenire NN’ trece in momentul ciocnirii prin centrele de
masd ale celor doui corpuri, cioenirea se numeste centricd, in caz contrar,
acentricd. Dacil inainte de ciocnire corpurile se mlscau dupi linia de cmcmre
NN’ (v,, =0), ciocnirea se numeste fronlald, in caz contrar, oblicd.

Pentru sicre omogene ciocnirea va fi totdeauna centricd, dar in general
oblici,

4.7.2. LEGILE DE CONSERVARE

In procesul de ciocnire se exerciti forte de interacliune mtre corpuri,
deci forfe inferne, care nu pot schimba impulsul tofal si momenful cznehrto!al
ale sisternutui. Luerul mecanic al fortelor interne este insi in general diferit
de zero si produce o variatie a cnergiei cinetice a sistemulni, conform
teoremei (4.17—18). _

In intervalul de timp foarte seurt cit dureazi ciocnirea, variafia de im-
puls §i variatia de moment cinetic, pr oduse de eventualele forte. externe
se pot neglija in comparagie cu variatiile de impuls.si de moment cinetic
ale fieciirui corp in parte, produse de fortele interne, care desi dureaza putin,
sint mult mai mari decit forfele obisnuite externe,

De aceca impulsul total si momentul cinetic {otal ale corpurz[or care se cioc-
nesc, imediat inainte de ciocnire, sint egale cu impulsul total st momenful cine-
tic tolal ale corpurzlor imediat dupi ciocnire, adicd impulsul total gi momentul
cinetic {otal ale sistemului de corpun care se ciocnesc se consewa in procesul
ciocnirii. ‘ :

LEventualele for!;e externe aphcate produc o variatie de 1mpuls si de mo-~
ment cinetic neglijabile in timpul foarte scurt cit durcazi ciocnirea.

Pentru fiecare corp separat putem scrie (4.24) si (4.15) (in tlmpul foarte
scurt al ciocnirii. corpul practic nu se deplaseazi) : e

=S H, = mAie, 5i K =57 x H, =AL  (4.40)

4.7.3. CIOCNIREA PLASTICA

In cazul cxocmru total neelastice {plastice) a (Ioua corpuu, ele se cupleaza
astfel mmt conselvmea 1mpulsulm total dd. o T

TRl
. \

fo R . U . B R R

i i~ -, -, muy, - m.p
MiBy + Mave = (n, + M’ .= 5 TP Ml T 41y
. ‘ o s m1+m2 : C

-,

unde ;,‘ 2, U8 sint vitezele centrelor (Ie mas.1 (frg 4 6)

Lnerqza cinelicd pierdutd, adicd transior-
matd in alte forme de energie (mai ales cil-
durd), va Ii (nu considerdm rot'll,,nle proprii) :

1 s, 1 2
— AE, = @ =—nmv{ -+ — 1z —
-2 2
1 mym,

1 1o
— —{m, + mg)p’” = —
2 (m ) 2 my - m,

(v — p)* =

mlihg - - - 4 49 Tig. 4.6
Wy, o= p Uyl — Uy, (1.42) .
. R -.L m, e

1
iy |
unde oS8 numeﬂe masrt rcima a ce‘lor doua.corpun, iar v, este viteza lor
relativd (a corpului 1 fatd de corpul 2).

AN

4.7.4. CIOGNBREA ELA-STICA

“n caznl elocnirii pcrfect elastice, pe 1ingd 1mpulsu1 total se comservi ;,;1
enérgia cineficd totald. Considerind ciocnirea centricd si frontald, corpu;e
inainte §i dupd ciocnire se migci pe aceeasi directie (dreaptd) (cazul unidi-
mensional) 51 avem ‘

1 1 " g
myo, + myv, = m; -r movg, —2--—m11.a1 —{- -S—mnuz ﬂ—-g—- mlvl -l— mzvg .

P

| (4,43)
de'uaﬁdc o L _ ) R o e
‘ ‘ : iz . . ’ . 2 2 AN
my(vy — v}) = m(0h == v, mu (o] — 0F) = m (03 — v)
51 1mpzul,1nd membru la membrn

1:1 “+ pp =, + By sau v, = vy = Uy = — {0y - V) = —Vr, (4 44)

LN ‘_‘.

adicii viteza relativd fsi schimbid dear scmuu] Aceastd ecuai;le 1mpreuna
ou. .prima, geuatie dm (4. 43) dau : -

. - " ) ]
Myl + Maly 4.45
f 9y — ;= 20" — o, unde ¥ o= ——————, (4.45)
no=2 P B L . v o ; m; + my ’

it
el [

v1teza v de a1c1 este vn,em cnmmm a corpuulor in momentul cind se ter-
';1 ulca,pc a (Ioua etapi, a separarn. .

wmple. a) Daca nmsele smt egalu, m; = ms rezoltd din (4.45):
7 R =l vy = g bt e (4.4B7)

ddiclt particulele schimbi viterele intrg e[e, ca §i cum ar-trece una pe lngd cealalti [ar’T’x sa se

B

ciocneaseca.

nrr



b} Dacd una din particule este in'repaus imainte de eincnire, de exemplu v, =@, ohfi-
gem din (4.45) : - '

; ay — My . , 2iny

Hh=-—p. p=——"1 . {4.46)
oy - my - me

Dacd m, > m,. particula m, lovity capitd o vitezi v) > o, 51 particula m, continmil si se miste
inainte. Daca m; < m,, particula m, ricoseazdi inapoi. Dacd m, = m, prima particulil se opreste,
far a doua (lovitd) pleacd cu viteza celei dintii. -

4.7.5. COEFICIENTLI DE CIOCNIRE

O misurd a caracterului mai mult sau mai putin elastic al ciocnirii este
coeficientul de restitnire (Newton), definit prin raportul dintre compo-
nenta normald (pe planul de contact) a vitezei relative, dupi ciocnire v, —
== Vi, — by, i inainte de ciocnire Upg == D1y = Vap, AnUMeE :.

’ ’ ’
def b} Vg~ 0 -
= — g = 22720 g ko< 1. (4.47)
Vra Vip = Ugy

Se introduce si m. coeficient de frecare momentanii [ definit prin
raportul dintre componenta tangenfiald (in planul de contact) a vitezei. rela-
tive, dupi ciocnire if, =1, — by, si inainte de ciocnire v

re = Uy — Doy,
anume ;-

! F ? e ’ . i : . ? '
Coadef Dy Wy — g, - :
== A0 el . {4.48)
Uye Uiy — Vay
Acest coeficient este de obicei apropiat de 1 si se pune adesea egal cu 1 (la
ciocniri apropiate de cioeniri frontale, sau la corpuri ‘netede),

Pentru ciocnirea total neelastici —f'; =0, (;{ =1_;;) si deci £ =0, f =0.
Pentru ciocnirea perfect elastici Uy, = —u,., de exemplu (4.44), deci k =1

si [ = 1. Bilele de fildes se apropie cel mai mult de o ciocnire elastich.
In cazul ciocnirii unidimensionale cu coeficientul de. restituire k, ob{inem
din conservarea impulsului :

v =0 + —]\‘I—r-la—(v2 — ), m — + ﬂi—-—(vl(—— v) . (4.49)
my -+ my ‘ my b m, -

§i energia cinetici pierduti :

1 ‘mml,' ' . 1 ) l .‘
e AE, = Q=207 g2 Uy — ) = — (1 — kB2 (4.50)
¢ 5 m1+mz( Moy — ) 2 i Yoi.  (4.50)

4.7.6. CIOCNIREA CU UN PERETE

In cazul ciocnirii perfect elastice, centrice si frontale, cu un perefe, adica
cu un’ corp dé masd foarfe mare, m, s my, diit (4.45) rezuita’

vy =20, — b, vj = p,, (4.51)
in particular, pentru un perete in repaus, v, =0, rezulti
Dy =y, V=D, - (4.52)

adicd. corpul} 1 se intoarce inapoi cu aceeasi vitez# (in mcdul),

"7 In cazul ciocnirii oblice f(perfect
e;i’z;stice) cu peretele in repaus (fig. 4.7) :

- .—3
Vo= v, vy= =, [0 | =]0], (453)

adicid viteza incidentd v si viteza re-
flectatd o sint in acelasi plan cu nor-
mala si unghiul de Teflexie o’ este egal
cu unghiul de incidentd e« (ca la re-  Yig'4T
fiexia luminii), o _ |

Daci notim cu =t dﬁrata ciocnirii, atunci forta medie exercitati de perete

asupra particulei va fi

-y

— 3
Almy) - mv — nw

O 2mpcos s
- — e, 4,54
> - - s L . (4.54)

ﬁerpendicularﬁ pe perete. Conform principiului acfiunii i reactiunii, o for[:;-l
egald in modul si de sens contrar se exercitd perpendicular asupra. peretelui
= .

din partea particulei.

4.3. MASA VARIABILA

Dacd intr-un timp infinitezimal df corpul cistigd sau pierde o ca.lltita'ge
infinitezimald de masd dm, forfele de alipire sau expulzare siﬂt forfe mternf: _
‘il nu pot schimba impulsul fofal al sistemului. Notind cu F_for‘ta externa.
asupra corpului dg masi m,;cu v viteza qcestl‘l_i.a (a CM) sicu u .v_l_te_za masei
dm, .aﬁlici_m. '!:e'organ}‘gp impulsului total, considerind cazul alipirii (dm > 0)
(fig- 4.8):. . | :

Fal=(m —{—,‘dm)(u_'—{— -dt—;) — (m';—l— dmrz?),

p_dmy) ~dm o dd o mdm o e o (4.55)
At at at dt

Inifial - “Finat
Fig. 4.8



(termenul infinit mic de ordinul doi dm-dv dispare prin trecerea la limita),

unde v’ este viteza relativi fatd de corp a particulelor alipite. Aceeasi ecuatie
se obfine si in cazul expulzirii (dm < 0) ({ig. 4.9):

"ﬁdt'x(m——|dm!)(u—|—dv)—}—ldm]u-——mv (m + dm)(v + dv) —

— dm-* u—mv

<

r

[m“z'i al
Fig. 4.9

Feuatia (4.55) este ecuafia (ui I V. Mescerski (180/) (dm > 0 pentru c'lpl'are,
dm <0 pentru emlsw)

Se poate serie si astlel: C : o

=  odm  d(mp

F 4 =
df d!
7 + v dm m2 san +If = ma, (4.56)
| dt a . |
nnde '
= def-, dm - : : ' i
"r= 1 oe— 4.57
T )

este for}a re'u;ln.l care actioneazil asupra cor pulm s ea este proportionald cu

viteza relativi v’ de expulzare (sau ahpne) a p'uhcule]or si cu debitul masic
de expulzare {sau alipire). In cazul expulzirii (ejectiirii), masa corpulm scade,
dm < 0 si forta reactivd F este de sens gpus vitezei de expulzare v a par-
ticulelor.

Ecuatia (4.536) se aplicd in problema misciirii rachetelor (navigatia inter-
planetard), a avioanelor si proiectilelor eu reactie, in unele probleme astro-
nomice de captare a meteoritilor si chiar in [izica atomicd (la dezintegrarea
alfa).

Exemyple, Misearea rackeiel, 2) Ga exemplu de aplicare a ecuatiei (4.56) fic o rachetii in
cosmos pornind din repaus, (}c masd initiald m,, care expulzeazd continuu gazele de ardere

in directia mncaru cu v1tez‘1 » constanta faid de rachetii.. Ecualia (4.56) devine atuncl. pro-
jectati pe dlrectxa misedrii (F =): -

,dm do- dm
Ve— =m -, hr-—v——-—,'
d¢ & m
(4.58)
m .
dmt ! m m .
o=y —:ullnm—:—u’ll -2,
m I, m
my

- -Prin urmare, viteza rachetei este opusi vitezei de expulzare »7 51 dacd masa se reduce, de
exzmplu, la jumiitate, viteza atinsd va fi # = —0,083 »’  —0,7 7°. Dacd masa rachetei se re-
duce de e = 2,718 ori, viteza devine » = —»". : ’

) Oracheldlansaldde pe Pamint. Neglifiim freearca cu acrul si variatia lui g, alunci (i-_'.: m;,
7 = enmst) :

=

m;-{- v dm =m av sau g 7 Al + » dm == d;, (1.59)
d df

m
ceca ce di prin integrare
— — - — . m
o=, + gi — 1" In—. (1.60)
m

In cazul lansdrii rachetei pe verticald din repaus (8° = cont in jos), avem

v= v [lnrﬂ’- — gt ‘ {1.61}
m
si condifia de desprinderc de Pimint

KL (1.62)
LA

dm |’
I, = myy, l » —1 = m,g san D =

dai

unde D =

dm
tcslc debitut de expulzare a gazelor arse.,

PROBLEME

r’a 1. Trc1 biirei merg una dupd alta. el vitesa » fiecarc. In liecare barca se afli cite un om,
astfel ineit masa bitrcii si a omului este Al iar in barca din mijloc mai existd doi saci de masa m
ficeare. Din barca din mijloc sint aruncati cei doi saci, unul spre barea din Iatd, celilalt spre
barca din spate, cu acceasi vitezll relafind 2 {ajd de barcd. Care vor fi vitezele finale ale bir
cilor, dacd sacii sint aruncafi: a) simultan: b} sucecesiy ?

m : mo
R, ay py=0v+Ff—m——u, r.=0, V=Y —————— U
M+ m . . M+
I}‘. ’ + m i m? u
M =0 e b= T o
‘ A+ m ¢ MM A m)
M - 2m m({M + 2m
y,—_—p__n}_(i_'—)u sau ”::;]}+(—_l-
(AL + m)* (M L m)?
m* m
Dy o= P — —————————— I, = - —————

M(AI + m) . M A-m



4.2, O particuld de masii m se miged cu viteza o; §i ajunge din urmd un peree care se mised
ey viteza v, i de care se ciocnegte frontal cu coeficientul de restituire k. Si se afie vitezele dupi
clocnire. variatia de impuls si de energie cinetici a particulei incidente in urma cioenirii.

R. o =0, + k(vs = 0)). vf = 2.5 Ap = —m(1 + K)(p, — v,)..
1
AE, = - 7 m(l + k), — v)[vs + vy — Bo, — v,)]-

4.3, O particuld de masi m, loveste o altd particuld de masit m, aflatd in vepaus. Consi-
derind ciocnirea unidimensionalii cu cocficientul de restitvire k. sit se afle vitezele particulelor
dupd clocnite i energia cinetici pierdutii (eildura degajata).

.M, — km, , my(l 4+ K 5
N ek S 1 s BN S S S L SOt
m; + m, m; + m, 2 my

4.4, Doud bile de mase m., in, sint suspendate pe fire paralele, astfel incit bilele se ating.
rrima bild este devialdl pind la o indllime £, 5i lisatd liber. Stiind coeficientul de restituire &
§i considerind ciocnirea {rontali, si se af[(, la ce indltime se ridicd bilele dupit ciocnire si cil-
dura degajatd prin ciocnire

R =, (EL:’_ ] = (M ]

m; + my oy - my
a . Iy, !
—AF. =() _ (1 — kygh,.
my Loy

- - = . - o

4.5, O particuld de masd m, loveste o alld partieuldt de masd m, allald in rcpaus. Con-
siderind ciocnirea unidimensionald cu coelicientul de restituire &, si se afle ce fraciiune din
energia cineticil inifiald a particulei 7 este iransferatit particulei 2 si ce fractiune se transforma
in edldurd.

m,n o
R a) — (4 Byt W) e (1 — R,
(my + mg)* my -+ m,

4.6, Doud pariicule de mase m,, m, se alld in repaus pe un plan orizontal la distania !,
una de aita. Particulei 1 i sc aplicd un impuls H indreptat spre particula 2, Pe ce distan(s
se deplaseazil partlcu]a 2 dupii ciocnire (unidimensionali), 'dacii coelicientul e restitniie este k
91 coeficientul de frecare pentru amhc]e p'zrhcule cu phnn] este u?

E RS T,
2uglm, +— my)* |

+7. Pe o dreaptdl sint asezate in repaus r particule (bile) de mase my, m,, ..., m,. I se
imprimd primei particole o vitezdt . orientatd de-a Jungul dreptel spre celelaite particule.
Considerind cicenirile plastice, sii se afle viteza finald comuni a particulelor. Dar dacd cioc-
nirea se face cu coclicientul de res_titutie k. care va {i viteza ultimei particule ? '

my

It. :'I) Vo=
my 4 my - oo 4m,

A pan—l
b v, = Phtfte .. Maoall + 1) by -

(my + ma)(my 4+ my L., (M, + M)

4.8. O hilii de masd m cade liber in vid, fArd vitez3 imitiali, de la o indlfime h. Sliind ¢
a fiecare ciocnire cu podeaua coeficientul de restitotie este k. iar timpul de contact cu podeauna
constituie o fractiune f din timpul de cidere respectiv, si se afle timpul lotal pind ia oprirea
bilei si cidldura totald degajati.

4k 190
R. - —— = mgh.
T = —_ 7 Q I

4.9. Doui bile de mase my, m; se mised pe direelii perpendiculare cu vitezele oy, respectiv v;.
Dupi ciocnire bila m. sc opreste. Care va [ viteza primei bile dupd ciocnire?

1 =
R. 0, =— }mip} + mivi.
my
o
4.10. Asupra unui punct material de m'zsii m care are viteza v aclioneazd o forli de cioe-
nire in urma ciireia viteza punctului devine v . 8d s¢ arate o lncruy mecanic cfectual de foria

de ciocnire in tlmpul cmcmm cste W = Ap 5% unde !_\.p este impulsui transferat punctuhui

material, jar o = d + v
2
4.11. Douit hile de mase m,r= 0,20 I\g, . = 0,40 lw se nll$€d ¢i v1tcze1c u, =10 mis

¥, = —1.) m,'s una spre cethtd Forta de xnteractmne dintre bll(‘ se poate ﬁpromma pr intr-o

T

= dgM

Fig. 1.10
!

C’r c=10us

linie frinti ca in frgum 4.10. Consulclmd ciocnirea umﬁmcnsmm!.:, si. se c'llculc.rc eiildora
degajatd prin ciocnire,
Fox Fot

L pp=om Q=40 J.

2my L 2my

" =0 —

4£.12. O navii cosmu:'t cu mMasa i, se nu;c‘a cu wteza v,, = const in ﬁbsunl,a foru,lm c\tL
ricare. Pentru a-i modifica directia de’ miscare se acfioneazdd yn motor cit reacfic care eiec-
teazdt gazele cu viteza v” constantd:faji de navi §i perpendicularid pe viteza navei. La sfirgitul
fanctionarii metorului masa navei a devenit m. C.u ce unghi a deviat direcfia navei?

v’ ng, .
k. §=— In —
Vg m




CAPITOLUL 5
CIN EMATICA SOLIDULUI RIGID

Toate corpurile din naturd sint mai mult sau mai putin deformabile.
Nu existd corpuri absolut rigide. Atunci ¢ind in problema consideratii se pot
neglija deformiirile corpului, ob{inem aproximatia solidului rigid (nedefor-
mabil). La viteze foarte mari, apropiate de viteza luminii {¢ = 3-10% m/s),
deformatiile corpurilor nu mai pot fi neglijate (orice corp cste deformabil)
i;i mod}elul solidului rigid nu mai este valabil (nu se aplici in mecanica rela-
ivista).

5.1, TRANSLATIA SI ROTATIA

5.1.1. TRANSLATIA

Miscarea de iranslufie @ solidului esle acea migcare in care. orice dreapld
legald rigid de solid se migcd paralel cu ea insdsi.

Toate punctele corpului aun traiectorii, viteze §i acceleratii identice, de
aceea migcarea de translatie este complet delerminatd de miscarea unuisingur
punct arbitrar al corpului (se aplici modelul punctului material). Viteza de
L1anslatle este deci un vector liber, al ciarui punct de aplicatie poate fi ales in
?rblce punct al corpului. D(, asemenea $i accelemm de translatie este un VECtOI‘
ther. ‘

5.1.2. ROTATIA

Miscarea de rotafie a solidului esle acea migcare in care loale punclele soli-
dului descrin cu aceeasi vifezd unghiulard eereuri paralele ale cdror centre sint
situate pe o dreaptd, numild axii de rotatie.

Viteza unghiulari « = 0, aceeasi pentru toate punctele rigidului, se re-
prezintd printr-un vecfor de modul e, situat de-a lungul axei de rotatie in
sensul dat de regula burghiului. Vectorul & este vector glisant (alunecitor),
al cirui punct de aplicatie poate {i ales in orice punct al axei de rotatie.

—
Alegind un punct arbitrar O pe axd si ducind vectorul de pozitie 0P ==
=T putem scrie {fig. 5.1):

o= L3

v=r:co><r_)=m><1'{.

in adevdr, directia si sensul lui

3

- - — .

© X r corespund lui », iar ca modul
‘ - — R .
o Xr|=aorsine= ol

in general miscarca de rotatie poate

fi neuniformi si insasi axa de rotatie se

poate schimba. Veclorul acceleralic un-
b d

ghiulard e este prin. definifie :

2 def d = -
st do . (5.2)
dt

Daca vectorul o \'ariazi doar in modal,

Lol

va i paralel cu o, in acelasi sens e .o b
dd0d moduiul | c-)] creste. 12:10‘). axa de . Fig. 51
rotatic se inclind, adici « variazd s§i

. - . -
ca directie, atunci ¢ va fi oblic fatd de axd (falit de o).

5.2, DEPLASAREA SISTEMULUI DE COORDONATE .
5.2.1. DERIVATA UNUI VECTOR

Lemd : Derivala unui vector variabil dar de modul constant este perpendi-
culard pe .acest veclor:

JEEG—

=3 - -)-‘—> ) I - ;
Cuene= - o=const, ()" = 20w =0 ~u uw i o (3.3)

Produsu! scalar fiind nul, u este perpendi-

cular pe u (aici derivata poate fi in raport
cu un parametru oarecarc). Exemple am
fntilnit la deducerea formulei (1.22) (deri-
vata unui versor este un vector perpendi-
cular pe acel versor) sau a lui ¢, din
figura 1.11. ‘

Daci vectorul 4 se miscd prin Lmnshtxe._
derivata sa este evident nuld, decarece el nu
suferii nici o variatie : nici ca modul, nici ca
directic sau sens. de aceea excludem acest Fig. 5.2

caz banal. Atunci un vector de modu!l con-

stant nu bcpo‘llelunmsau scurta, ci doar rofi. Ducind vectorul it dintr-un
punet [ix, virful sdu se va deplasape suprafata unei sfere de razi |.u | = const.



Cresterea. sa finitd Az va fi coards (secantd) la sfera, iar cresterea infinile-
simalit du va i tangenid la aceastd sferd, deci pcrpcndlculara pe razd, adica
pe u (fig. 5.2). Prin urmare, in adevir 0 = du/d! este perpendicular pe u,
- -
(u du=0). .
- > “ne . » . - - h 3 ._. ) - *
Derivata u are semnificatia vifezei de variatie a vectorului u sau a vitezei
) ~>
de deplasare a virfului vectorului u. De aceea se poate introduce viteza un-

s . . . [ - . L ov BRI
ghinlard momentani (sau mstantanee) o de rotat,le a vectornlul u:

L4 . - 4 _
u=oXu |u|~const co.ul_u. N X5

Veclorul o nu este’complet determinat, dar trebuie si fie situat inir-un plan

perpendicular pe u pentru ca @ X u si dea corect directia derivatei u, de
exemplu : .
— 1 —h o - - = —.v ' - -
@ = uXou (o Lusi ot . (5.9)

a

e
Un exemplu este miscarea de rotatie '1‘rig"idului'din"‘fiﬂ'ul"a 5.1, in'care

vectorul de pozitie” 7 are modul COHSLdllL s1 deriv ala sa 1 =y se E‘,\prlmd pun
(5.1).

Tinind seama cd derivata unui }rectm de directie ﬁw, \alldbll dom in
modul, este paraleld cu vectorul, putem enunta :

Teorema : Derivata unui veetor este in general Ohlll:l fald de veclor si se
descompune intreo componenia longifudinald, paraleld eu vectorul dal, care pro-
vine din vartalia modulului, 5i 0 componentd transversald, normald pe vectorul
dut care provine din variafia direcfiei vectorului,

-i - -
Lxemple: Derivata: vectorolui-de pozifie r == » (viteza) este oblicit fatd de r. v.§ 8.5 ;
derivata vitezel v = E’(accclcmtia) este oblicd fat-.'r de viteza u—'- derivata vitezei unghiulare

»=z ('tccelcra;m unghiulard) este oblicd Iatd de o {fati de axa de rotatie, dacii aceasta Isi
schimbd directia In spatlu).

¥

5.2. 2 FORMULELE TUI POISSON

I‘eoremu. Derivatele veraomlor unui.. SC osioqonal mobzl s¢exprimd in
fiecare moment prin produsele vectoriale .. :

- —- - —
= X 1= 0, — ok,

T, S
XK= —w;i+ ok S (5.6)
. A S : . . . -
- - — - -

k=6 xXk=u,i—0,i,

)
I
el

. _ :
unde o este un vector unic deferminat (in general variabil), adici rezulld

-
dintr-o rotafie infinitezimald cu viteza unghiuvlard momenland o.

Vom ardita ci crisfd o rotaliec miomentand o care (fcm.ll'!.fd devivatele

versorilor conform formulelor (5.6) si cit aceasti rolatie & este unicd.
-¥

Si demonsirim Intii anicilefea. Daci existid doi vectorl o §i m care sa-
tisfac (5.6), atunci trcbuie si avem

imoxi=oxi- (?) — o_)') % 1= 0
sau
(0 — 05 — (@y — @)k =0
deci B 0= 0 0y = oy

(un vector este nul daci componentele sale-sint nule).
Analog, din expresiile ceclorlalte derivate rezultid cd st w, = o, adici

-
3

[OJ

1l

-
®
. - T ) P . T .
Sa demonstrim acum exislenfa vectorului e (in cazul iranslatiei lui SC,
. -
versorii nu sulerit miei o variatie si evident « = 0).
- > .
Conform lemei precedente, i este perpendicular pe i, decl se descompune

— e .
dupi versorii j, k. Analog sc descompun celefalte derivale:

1

— -3
=0 -+ ap] + ask,
- . -
j o= a1+ 0 4 axnlk,
N > -
k = ag:i + ag.] -+ 0.
Deparcce 1nsa,
1_] =0 —>(j])'-lj+l] == ),
- L
din primele doud descompuneri, prin inmultire scalard cu j, respecliv i, rezultd

e

oo > .
ij = @e, 1] =, deci a; = —a,
si analog (.[31 = —a3, U3 = — (- Prin urmare, matricea coelicientilor aiy
este antisimetrici : iy = —dyi §i depinde deci numai de 3 parametri mdepen—

denti. Prin comparare cu formulele (5.6) rezulta 1medmL ¢i veclorul o cautat
este

- = 'kr»-;

. Lo _
gy = {ag l oy = g =KL, o,=a:=1},

—>;1—> T".".—’ —»%v_—» s
=G k) -+ (kD + K. o Len
Okservagie, De Tapt rotalia este totdeauna descrisi de o matrice (Lensor) antisimetric

- . .,
@, = —eg §i numai in spatiul {ridimensional i se poate asoc’a un veclor dual o de-a lungul
normalei la planul rotaliei (vector axial 1 mai sus oy = au).



5.3, DISTRIBUTIA VITEZELOR

5.3.1. FORMULELE LUI EULER

S& introducem un sistem de coordonare §° legat rigid (invariabil) de
cotp $i care se mised deci solidar cu corpil, numit SC propriun, Counform
figurii 5.3 :

—:v lT-)J f 7, A
E—f roe=x'r4- gy -k 2K

-
o [ ~ - T
unde r* este fix fald de S* (adicd 2, y', 2 [ixe), dar se miscii fata de sistemud
de coordonale S, adald cu . Prin derivare obtinem
T T T T -
PR, r=uor =, 0 =2+ yi’o+ K, {5.8)
- . . . -+ .
unde » este vileza punctulvi Pojur py — viteza punctului 0.
Aplicind formuolele lui Poisson, avem
—') - - —_

o W s f ’ N =, T - - - -
o= X010+ o X -2 x K o=, (5.9
astlel fneil ob*inem formulele lui Kuler

— — - — - - - = —» ]

R I S R R A I S (E e B, -1 1:.-.;1, ' {3.10)
- — - — -, - - —
b= P M= KT =6 X (i) G.31)

-
ceea ce inseamnil cd deplasarea infinitezimala a solidului dr .') df se deseom-
pune in liccare nmmenl intr-o translatie inlinitezimali dr(, zes :' df st o rotatie
lllflllll(’/lllldfd dr b‘m: df in jurut unei axe treeind prin 0. cu viteza u:whm

lard o (Hu 5 @ sint in general funelii de [imp).

Feoremit. [n fft((”( momend vileza oriedrud puml Il uquhu‘tu esle egali
cu vileza unui alf pr:mt oareeare O ol rigidului, nu, plus o vitezd de rolafie in
SJurul unci uw fm-iml prin aeel
punel O, 11,0L NN , adicd mig-
carea rigidulni se descompune in
‘migcarea de franslafie a unui punet
ourceare al rigidului plus o rofolic
A jurul unei ave reclnd prin
aeest puncl.

Descompunerea in iranslatie
si rotafie se poale face inlr-o in-
finitate de moduri dupi alegerea
arbilrarii a punclwlui de reducere
O numil po! si plasarea acolo a
axet de rotalie. adici a vectorn-

Fig. 5.2 i .

5.3.2. INVARIANTII

Voih demonslra ¢l oricare ar Ti
descompunerea, viteza unghinlard

| @], direetia axei de rotatie si com-
penenta translaiici in directia axei
de rolatie, sint aceleasi (fig. 5.4).

Teorema 1. Vileza unghiclard o
este o caracleristicd infrinsecd a mis-
edrii corpului, adici modulul si di-

rectia vectorului & sint indepen-
denle de sistemul de coordonate S
propriu ales, doar axa de rotalic se
deplascazd paralel cu ca jnsiisi in
noul pol ales. Cu alte cuvinte, prin

schimbarea polului, veclorul o se de-
plaseezd euhlpnl(-nl in noul pol.

In adevir, putem trece de la ' ‘
inifial la oricare altul $”, in doui Tig. 5.4
clape : Intii volim & astiel ineit a-

— g . .
xele s& devinit paralele cu §”, atunci o devine o’ [atd de § rolit, dar din
condilia

p="Uy 0w XTI =p+ o X,
rezulld
- -a’ —: -— -—)’
(0 — &) X1 =0—20=a,
_5 . - . - - 'yl
denareee 1’ esle arbifrar. Acum trecem de la acest sistem volil la cel final S
printr-o translatie. Dar 0 translatic nu aiccl,c'z/a deriv alcl{, versorilor, decx

-

' nu se schimbd si rimline cgal cu o

Teorema 2. Toale punclele corpului «n in ficcare monte:d aceeusi prmcchg
(companentd longiludinald) « wvilezei pe arva de rolalie, ind:pendanii de 8
propriu ales. Aceasta este cea de-a doua caracteristicit intrinsecil a migelrii
corpului.

had ~
In ademu, inmultind 1(:L1Lm (3. 1()) scalar cu  $i linind seama c&

o X I = Droy este perpendicular pe o si dzei produsal lor sealar este nul,
oblinem

——

— -

) @b == any, adici o, cos(m u) oy cos(w, 1),
de unde '
o ' 3 e . A ’ s ’
vy = v cos{w, v) = g == Uy cos{®, Vo). S (b.12)

Prin urmare, toate punctele corpului au acceasi proicelie v a vitezei
pe axa de rotalie, adicd acceasi componentil longitudinali a vitezei, egald
cu viteza de translatic de-a lungul axei de mLahL, vy, Deoarece viteza de
translatic este viteza punctului ales diept pol si deoarece axa de rotatic se
poate deplasa doar parglel, este clar ci oriunde am alege polul ohlinem
aceeasi. componentil longitudinald a;transtatiei — rolalia_genercazd numai
viteze perpemdiculare pe axa de 10La]w I



In rezumal, putem deplasa veclorul o puralel cu el fnsusi (cchipolenty,
schimbind polul si schimhind corespunziitor doar componen{u transversald «

a4 . ' - . . N " indnd
translafici, cea longitudinald neputind i schimbatd, Produsul scaler v esfe
un invariant.

Observafie lutroducerea sistemulul propriu $° ne-a servit aici dear ca un arlificiu pentru
a putea aplica formulele hui Poisson, deci a ariila exislenfn unui @ nric penlru rigid (5.9} si a
deduce astfel formulele lui Euler (5.50), de aceea Loate formulele care urtenzi se referd [n ST,

Exemplu. Miscarea de roslogolire firi lunecare a unui cilindru de razi it pe un plan poate
i privitd ca o rotatie cu vitexa unghivlard e in jurul axel cilindrului Mus o Lrans!alie cu vi-
teza v = @R, perpendiculard pe axi, deel o,y = G, sau, altfel, ca o rotatie de acceasi vitezi
unghiulari « In jurnd generatoarei de contact cu planul {axd momentand de rotalie, mobili ;
Descartes 1638) si fdrd vitexd de trunslafic. s.a.m.d.

5.4. MISCAREA ELICOIDALA

Teorema Tui Chasles © Miscarea infinitezimald « unui 1igid se descompune
in fiecare moment, inte-o rolalie inficilesimald in jural unei exe instanfanee
st o franstalie infinitezimald de-a hungul acesici ave (miscare elicoideld mo-
menland). o

In adovir, dael iranslalin momenland g, (vVileza punctului () nu este

parateld cu axa de rotalie « din ', pulem anula componenla transversali
a translalici deplasind paralel axa de rotalie, de exemptu, In punciul urmi-
tor:

- -

- 3 = - I
Pe ==ty " P unde rg== —w X 0, {H.13)
o®

. - —_ . _
Noua vilezi de translalic o, datd de acest pol r, esle egald cu componenta

longitudinald o lui p,, adicd esle paraleld cu noua axd de rotatic w, dusi
7 - - .. K' . - . |
prin r,. In adeviir, lolusind formula dezvoltirii predusului vectorial doblu
-3 '
(1.82), avem. pentru viteza punciului r, :

Py

-3 - — -
7

= . ] - = - fwn, -
Do =20y 7= 0 XK Fy 0 e X — (0 K b)) = (~—:) {0.14)
‘ . . ‘ o . ©

deci p, este paralel cu o. _
— 'l -
Viteza de translatie », in fungad axei de rolalic o, | o coincide cu pro-

- . m o a . - - _y
fecfia vitezelor o pe axa o inmullind (5.14) scalar cu w avemr, conform
fui (5.12),

e Y - >

i, = 6, = ) == 8 == ('JU.“; (':‘Jc

= ) — Do =0y ; Dy 01D

Prin urmnare, in ficcare moment, corpul erveculd o miscare elicoideld infini-
ferimadd, anatergd misciivii wui gprud (sureb drept daed wo > 0 siosting
indnd . . . - ) . -3 e N -
daci wv << 0). Axa elicoidatldl (1. Mozzi 1766) este focul grometric al pune-
telor care aun vilezu winimi in mowmehlul considerat.

Daca ;;.,, © sint constante, migearca clieotdald se numegte uni fermd. Dac'ﬁ
in plus p, =90, miscarea esle o rotatie uniformi. in general insa, :T:\'a chc-m-v
dala variazi atit fatid de corp, descriind o suprafail riglatd numild axoid
mobild, cit si fala de reperul fix, descriind o supralald riglatd numiti axoidd
fizd. ' -

In fiecare moment deplasarea solidului reprezinid o rostogolire f axoidel mo-
bile, legatd rz'gfcl de corp, peste avoida fixd, in jural axei clicoidale w, (generaloa-
rea de conluc! dinire axoide) plus o [ranslalie 1?,, de-a lungul acestei axe (Louis
Poinsot 1834).

5.5. DISTRIBUTIA ACCELERATIILOR
Derivind (5.10) si folosind (5.9), oblinem:

. -

I;»' L 7 - -.-s’ " . =2 -4 _' e "?,
=0 =0, +w XTI +eXr =rntexr Fw Ko K1) =

O, ‘ . o
=ty b, - ay {5.16)

L= . ;) - - - - — - -, . ) ' -
e X I, tp=w X (o X 1) =w0Xyu {5.17)

tty == Dy, ((g=

Primul termél'i're']'prezintﬁ acceleralia franslaliel g = vy, Al doilea lermen re-
: - hnd . - 0 . .y ae
prezinti contributia accelerafiel unghiulare e = w, datoriti neuniformitatii
rotatiei, sc numeste acceleralie Hrofileare” si se anuleazil in cazul rotaliei uni-
forme cind & — const. Al treilea termen reprezintd aceeleratia ,axipetd”, per-
pendiculard pe axa de rotalie
(2 nu se confunda cu accelera-
fia @,, perpendiculari pe tra-
iectorie). . BT
- " ‘_)f
In-adevar, fie n” versorul
normalei, coborite din pune-
tul I* pe axa de rotatic 5i R
distanta ‘punctului P pind la
. " ar prEest I
axdi: R'=CP =—Rn". A
nu se confunda versorul n' | @
—* . » -
cu versorul n al normalei prin-
cipale -la .traiectorie, si dis-
. . -
tanta R’ pind la axa o cu
raza de curburd R a Llraiec-
toriei. - o
Lok _?r ! W F _ﬁ_'f
Atunet r = O0.C + R
(fig. 5.5) si ullimul termen e Fig. 5.5




din (5.16) devine (um,,,_.»co KT =l X Ry
a—o)ix(w Xr)ﬁ-mlk(mxfi) = —o'R -MmRn (5._1|8)

(deoarece @ % 0" 0'C =0 SR =0), ded reprezmta o aceelerafie perpen-
dlcuiam pe axa de rotlatie:

el : . 1 T
Gy = ——o) R L= OJ X umt =— e — iR, ‘
{5.19)
1
ty = 'R’ = b = =tk (Prot = 0R').
R
Acum (5.16) se mai poate scrie astfel :
— - - . —-‘.__;i 02 - S . -
a =, 4+ ¢ X r'i- R (Leorema lui Rivals). (5.20)

Exemple. .'|) Dwa dm..Ln axei do :ohlu_ (decl a vcctmulm co) nu se schimbd, s = m va
-

5
{1 paraiel cu m 5i aE = g X o= e X R. in acest caz as i am sint exact acceleratule tangen-
Bali si normald in miscarea de rofalic momentand a rigidului in jurul axei trecind prin pol,
adich accelerafia oricdrai pancl al rigidlui esle egald cu accelerafia unui alf punel sarccare (pol}

w3 Y - a —* e - - , . s
al rigidulul a,, plus accelerafia (4. + a,, = «,, + «,.) care provine din rolafia momentané a rigi-
dulai in jurel anel ase {reeind prin pol, analog descompunerii vitezelor.

B) In cazul misedrii de retajic In jurul azef fize, fird translalie: @, =0, e = © || e i
- - —} - —» .\ . . . = - —3
ag =g X I’ = ¢ X IV coincide cu acceleratia tangenfiald «,, iar a» = —w?*R’ coincide cu
| o ) = - |
accelerafia normalii a,. In acest caz n’'=n - versorul normalei principale la traiectorie,
= R — raza du curl;um ((:'1 ia m1$carea (.ucular.‘l) (fig. 1.12) 3i acceleratia devmes

1
-

a=exr+wx(mxr)~a5+am—~a,+a,.

. - - _—> — . . ‘_ N N
G e =& = x R.a,=cR, _ . (5.21)
g - . - - - - R L . :
U '='2 = & K Vi = =+ il'==— 1. th a; = R, - i
R-

a=Va + a; = Be* £ o', (R' = R).

T v owe . . . . — - — -y -3 b A -

¢) In cazul miscirii elicoidale nniforme (]l wy: 0y =0, € =0 §i acoincide eu 4, (0¥ = n,
. R — raza cilindrului pe care este infisuratd elicea,

It — raza de curburd a traiectoriel, adicdl a elicel)

(fig. 5.6):
> — 1 2 - vz.sinz.o: - v’ .
a=dy=da, =— 10tn——'—--n-_—n.“
’ R’ R
R = Risin?e, - :... © (523

! -‘_)-‘_’:. v
unde x este nnghiul dintre p-si:ts (unghiul' de Inchi-
nare al elicei). iar R = R’[sin® « este raza de curburi
a elicei. )

In general insi, @ nu coincide cn acceleratia

- -
tangenfiali a, $i ¢, nu coincide cu acceleraiia nor-

Tig. 5.6 B mala —(:,,. R

5.6. MISCAREA PLAN-PARALELA

In aceastidi miscare trajectoriile punctetor solidului sint paralele cu un
plan fix. Toale punctele solidului situate pe o normali- la. acel plan s¢
miscdl identic. De aceea miscarea plan-paraleli se reduce Ja ‘misearen unei
figuri plane (o sectiune a corpului paraleld cu planut fix) in plnnu] siiw {(mis-

care plani).
Vectom r v, d sint coniinuii in p]anul figurii {Oay), iar veclorii o si

-

¢ = @ sint perpendiculari pe plan (k =0). Notim o, =, g, =g, & > 0
inseamnii rotalia in sens trigonometric,

5.6.1. DISTRIBUTIA VITEZELOR

In ficcare moment miscarea corpului se compune din migearea unui punct
arbitrar al siu plus o rotalic momentanit in jurul acestui punct (pol), adici
vileza oricdrui puncl esle egald cu vifeza polilui {ales arbilrar) plus o vitezd de
rolafie momenlund in jurul polului.

Translalia, fiind continutd in planul figurii, esle perpendicularit pe axa
de rotalic, deci poate [i desfiinlaid, mnutind axa convenabil fnlr-un punet C
care sc cheamil cenfru instanieneu de rojafie (in planul [ix) saun centrul wile-
zelor (in planul mebil al figurii), decarece viteza sa este nuli in acel moment
(fig. 5.7). Tn eazul translatiei pure a figurii cenlrul inslantaneu este aruncat
la inflinit pe -direclia perpendiculari pe. translafie.

Vectorul de - pozitie : .
saut  coordonatele  ceun- . . . T / /
teului o mstantapen . €
sint (an de (a 13):

— - 1 - -
r.=r, + —“(L) X Do,
w” B
N
Fo—= — X Iy, (D.23)

(.02

deoarece viteza acestui

g ~ A
punct, v, (5.14), In ca-
zul” miscitdii - plane ‘este

nulii (o;:_;., =(}). Luind
pe’ C (Ii"epl;- pol, avem’
- - -, Ryt
P X, (T =CP),
d(hc‘l vitezele  tuturor
punctelor. liguril sinl in
fiecare moment . pexpcn-
diculare pe razele care le
unesc cu centrul instan-
taneu C si aun valoarea
o’ =-CP, ceea ce co-
respunde rotatiei momen-
tane a figurii in’ jurul
centrului C ecu viteza un-
gliiulard momentani o . _ n ‘
(tig. 5.8). ' ot Fig. 5.8

C 9;:0‘. =L |



Locul geomctric -al cenirelor. instantance de rotatie se numeste ceniroidd
fza:a (saw bazd) in S5, neqpectlv cenlw:du mabild (rosfogolitoare sau rulantd)
in S’. Axoidefe rigidului' sint fr cazul. nostru suprafete -eilindrice eu gene-
ratoarele perpemlmulare pe‘planu[ chL iar mtelsu:tla lor cu acest plau da

cenLtoldble L i ‘

' Tig. 5.9

In fiecare momeni miscaren figurii plane Teprezinid o roslogoliré fari fine-
care a rulanlei peste bazd (miscare epicicloidald). Punctul Ior de conlarl esfe
cenfrul instanianeu de rolajie C (cenirul w[c:elor)

Exemplu : Rostogolirea fird lunecare a unui cere (ellpsa, parabo[a etc)
peste o curha fixd" (iime dreaptd, alt cerc ete)) (fig. 5.9).

H

5.6.2. "bISTRIBUTIA ACCELERATIILOR
Formula acccleraliilor (5.20) dévine in cazul plan:..
@ =y F @ a, =@ F e X T — et (5.24)

- = 1 . L : L
undc =0 este~perpendicular pe plan ca §i w, deei @, este. perpendicular

pe P , iar a“ este dentripet citre pol
In fiecare moment accelerafia oricdrui punel este egala cu accelcraltu polulm

ales arbifrar (ao) plu.s 0. acceleralie dalortia rolafiei momen[ane in Jurul pququ

- -

(‘[s - &t Aoy == a{' + HH) .
Existd in fiecare moment un punct W a cérui acceleratle este nuld in

acel moment, uumlt cenfrul accelerafiilor.. Din (5. ‘)4) rezultd - atlmm pentru

acest punct (ﬁn Jd0)

Ty e

- -

—_ —
=0 - au = ——a- — aﬂ,. e L

|(aﬂ]—=fe><r-4m1 !.—r\/e —1—@,

-
L G - i, = -, w ao + s x a,,
Ty — [g{ﬂ: =—, Iy =

—— *
.\/52 +t - a4, o° e® + ot

v ’ © - Fig. 5.10 °

Observim ci, spre deosebire de centrul vitezelor C, pozifia lui W depinde
de neuniformitatea rotatiei (de ¢). In cazul rostogolirii sniforme (g =0) 2
rulantei peste baza, centrul acceleraliilor se numeste centrul geosmeiric al
acceleratiilor (G},

Luind pe W d:ept pol (fig. 5. ‘lI) rezultd imediat cd ﬂcc‘e]cmlnlc Luturor
pum,_telor fac acelasi unghi 8 (Ig ¢ B = t/a? mdopendent de r ) cu razele care

le unese cu contrﬂl acceleratiifor W si au valoarea « =r /s -+ w*, ceea
ce corespunde unei rotatii momentane a figarii in ]uml Ccntllllljl W en viteza
si acceleratia unghiulare momentanc w §i = ) ,

C'“GF*C' (n’- al

- tofs £/w?
SR o gpe e/l
W J_/’b__l.._;':.;—-—i xs g = rV/E% L%
a:ﬁ—wzr' o ' ‘
Fig. 5.11

Cele doud rotalii momentane ale figurii, considérate din punctul de vedere
al distributiei vitezelor si cel al distribuliei acceleratiilor, sint deci distincle
(C # W)

5.7. MISCAREA SFERICA

Un alt caz particular de migeare a rigidului este mlscarea rlgldulul care
are un punc fix (miscarea sfenca) In acest caz axoidele devin conuri cu vir-
ful comun in punetul fix si miscarea este reprezentatd prin rostogolirea fara
lunecare a conului mebil peste conul fix. :

PROBLEME

5.1. 54 se deducd ecuafia axei elicoidale :

- -, -— 1 - —a —
r=r,+ % = — @ X &+ 2w, A — parametru.
. w*
Indicafie. Dacidl r, este Iungmlc'l pclpuzmcularm din potul O° pe axa elicoidald, atunel
trebuie si avem;

— —- . -
r; = e X 0y sau_rg =‘ oty §i L. = wrg.

1TAR



= 5.2, Folosind formulele lui Frénet s

— - —r - ey — —
dt _ n dn t I db _ n
ds R ds R T 4 T’

unde T este raza de torsiune, si formulele Iui Polsson, s& se arate ci migearea triedruluf Frénet
asociat mobilului P in m.scarca sa pe tralectorie cu viteza v este o migeare elicoidald cu para-
melriiz

;J = M , Z =1 L + .P_) , axa elicoidali o;)trcce prin punctul
R o T R
—_— we
T =—T0 (g 519).
1+ Rt

5.3, Gapelele unei tije A R de lungime ! lunecd pe doud drepte -6'1'to'gonale Oxy. 34 se alle:
a) ceatral vitezelor € ; b) basa $i rostogolitoarea ; ¢) centrul geowmetrie al aeceleratiilor G
IR, Pigura 5.13.

P C

Tig. 5.12 Fig. 5.13
5t Si se arate ci @ a) punctul € al rigidulni care coincide la un inement dat cu centrul

—_ e

vitezelor € are in acel tnoment acceleratia E’c' = — (:_;X u,, unde i1, este viteza de deplasare a

cenlrului G pe bazd ; b) traicetoria lui €7 are in € un punct de intoarcere cu tangenta perpen-

diculari pe bazd §i rostogolitoare (dupii normala lor comund) ; e} acceleralia de mai sus este in-

dreptata spre ceatral g 2o nstric al aceeleratitlor G a carul porifie esbe daté (}e vectorul (fig. 5.14)4
— —

: w, o o =
o= — w X Yo oce= (u, = @ X CG).

s [

Fig. 5.15

"

5.4, 88 se arale cif punctele figurii plane care au la un moment dat acceleratia normali
nuid se gisese pe cercu! de diametru CG (numit cercul inflexiunilor, deoarece traiectoriile au
acolo puncte de inflexinne), iar punctele {igurii care an accelerajia tangenfiald nuli so glisesc

pe un alt cerc de diametru CT = o, fz (CF cste ldngeita eomund a- axoidelor). Cele doud
Cercuri se taie in C st W (fig. 5.15),
5.6, 3i sc demonstreze relaliile:

‘ - > ‘ R -
S - 1 n’ 1 1 1 )
B =1, X[|—— —1I, = e e —, (H, = 0 Cl5),
R.OR G T R _
unde ;i), ;1)',, R, IV sint versorii normalelor. respectiv raxzcle de curkara ale wxoidelor in punclul

de contact C (centrul vitezelor), u, cste vitera de deplasare a centrtlui € pe baza ; jar G este
centrul geometr,c al acceleraliilor. ’ : .
TR A A

— -3
~+8.7, Fie planul mobil legat solidar de axele intrinseci P(t, n) ale ypui mobil P care se
misca cu viteza v pe traiectoria sa plani. Si se arate ¢it : a} @ = p/R, unde R cste raza de
curburd ; ) centrul vitezetor € este in centrul de curburi ; ¢)-acceleralia 1angentialit a mobi-

ului g, =1v=¢R + mI;'; d) acceleratia punctului € esle o, = wht si este paraleld cu _{;
e) vitezn centrului'C pe bazii este u, = R si esfe paratela éu n (fig. 5.16)." - -

Fig, 5.10

“5.8. Un cere de razii R se rostogoleste [drd lunecare pe axa Ox cu viteza u. 8i se aflet
a) baza si rostogolitoarca, pozitia cenlrului vitereler: ) vilera w §i acceleralia e ale cercului;
¢} coordonatele unui punct I* de pe cere in funclie de unghiul 0 dintre raza GP si verticala GC
{fig. 5.17) ; 4} vitezele vz, v ale punclului P e} descompunerca vitezelor fajd de G ; ) unghiul

Cicloidd e

o) I p——

X
¥

Fig. 5.17

-r =
o = (v, u); g) viteza v’ 2 punclului superior €'; k) aceeleratiile a: y; i} desccrwpunerea acce-

leraliitor fald de G ; }) pozitiile centrelor accceleraliiler; k) aceelerslia nmmalz'i“t’z,, sl pozilia
centruolui de curbura K al traiecloried (cicluidei); 1) lurnginmda 5, a uned Lucle a ciclcidei.



It a) Bazx esteaxa Or, inrrostogolitoaren estegercul ; centrul vitezelor in € ; W) w = u/R,

€ = ufR ;¢ cicloida : ¥ = RO — sin B,y = R(1 —~ cos 0) = 2R sin!;6 ;d) o, = u(l — cos ) =

= 2 sin® —, v, =usinf, v =2usin
.
3

|

e —_
= w2fsin— = w -CP, v iIndreptat spre C°;

=

c) 3=3+£>< (-'I’:. ;ml=u(—cosﬁ. sin B); 1) a= & PCC" = /2 —8/2; q) v o= 2:;

. . 1 . 1 - . - .
hy a, = (1 —cosO) + m utsin 0, a, = usin 4+ R ucos §; i) @, = (u, 0), ag'=1{—cos 0,
. l _ . — = — ‘1 . P . oo
sin 0} tangeald Ia cere (1LGP), @, = —wGP = -h— u*(sin 0, cos ) radiald {centripetd) spre G;

Do, =u, G0 = tw = ujw = R, deci in centrul cercului; CW = Recos B. unde tg B =
= g/ = ualfu!; k) a,= Tt. u*sin E s PK = 2PC; 1} £y = 8R.
2

! I - - " - n
5.9. O roatd de razi r sc rostogeleste [ird lunecare pe o altd roatd fix# de razi R, in.ex-
Lerior sau interior, Incoajurind-o cu o [reeventd n. S1 se afle viteza unghiulari w a rofii r.

. o =2=n(1 & RYr).

e - - v . g - adied . = - - -
5.10. 51 se co npunl miscarea elicoidald (v, @) cu o translatie v’, sub unghiul « [2td de @

R. Axa elicoidali s¢ deplaseazd cu distanta —11- ?o b I t translatia rezultantd oo’ cos @,
: w

§.11. 51 se conpuni doudt migciri elicoidale antiparalele (D?w_)’si (—v?-—-o)—): ale ciiror axe
clicoidale se alli la distanta » intre ele.

R. Teanslatia o, = w? pararaliculard p2 planul axalor elicoidale (in sensul dat de regula
hurghiului).

5.12. Un con cu deschiderea 2« se rostogoleste fird lunecare pe un plan orizontal, eu virful
fix, miturind planul cu viteza unghiulari Q (perpendicnlaid pe plan). Si se alle viteza unghiu-
lard proprie sau ralativd o, si cea absolutit (sau rezultantd) e ale conului.

It. Axoidele sint planul orizontal §i conul insusi. Axa elicoidali este generatoarea de con-
tact, w, = Qfsinea, @ += O ctga.

_ CAPITOLUL 6
DINAMICA SOLIDULUI RIGID

Dupii cum am vizut, migcarea solidalui rigid se descompune intr-o mis-
care de {ranslafie si o miscare de rofafic in jurul unei axe instantanee :

- —

- -3 - .—) —_ —)’ ’
V=l 0=+ 0 XTI, I =X

— -

I’ o=t ' (6.1)
Dinamica miscirii de translatic coincide cu dinamica punctului material

S# studiem acum dingmica miscdrii de rolafie a solidului rigid in jurul axei

instanlanee.

6.1. ENERGIA CINETICA DE ROTATIE

ﬁ\legind un SC cu originea O pe axa de rotatie (fig. 6.1 ; omitem aici ac-
centele de pe coordonale pentru simplificare), si calculam energia cinetica
de rotatic a rigidalui:

<

1 R i,
Erot.’-“*z‘é‘mk”iuu: sat Epge= S':;'”T-otdm- : (6.2)

3

Tinind seama cit vitezele particulelor sint

Q— — —y Y —
Dpgpp =0 X I'p=w X Ry Vo1 = e Ry,
Vigt = mRD - (63)

- - .
unde r, sint vectorii de pozitie §i R, distaniele
pariiculelor m, pind la axa de rolalie, oblinem

1 R .
Erol = E_)‘ my.. ?‘;0)“ = —)' Iw*®, ((J~1)
. T ¢

(S —

Fig. 6.1

unde
SEXNml | (6.5)
este momeniul de inerfic al rigidului fujd de axa de rolafie (Ch. Huygens 1673).
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) In cazul distributiei conlinue de masi, suma de mai sus se inlocujesie cu
integrala : |

del ]1‘2 I - o P : . .
= din = \R* o dV, (dnt==p dV}, (6.6)

unde R este distanta clementuiui de masi din = ¢ dV pind la axa de rotatie.

6.2. MCMENTUL DE INERTIE FATA DE O AXA

A s oo s s =

lomentul dfz me{j,m esie (_)'nmume‘adztwa in s?nsulrca esle egaldl cu suma
momenlelor de fnertie ale paridculelor componente ale corpului. Momentul de
inerlie al unui punct material fatd de o axi este cgal cu produsul dintre masa
punctului material si pitratul distantei sale pinii la axi: mR® (fig. 6.2) :

- : I=%1, = Eni'ka., Ll.ll.lde I, =m,Rh : » (6.7)

Vom nota cu R; distanlele pind la exd si cu r, distantele pind la pol.
' USC 1?ume.~;.tc razd de'inerfie sau de girafie fatd de o axi, distanta R, defi-
nitd prin relatia :

I'=3Zm.E} =mR2 sau I =SR2 dm =mR:, (m = Zm,), (6.3)
R'l—:i Em,R: sau R? 1 R*dm, R Sie‘f\/l !

¢ m r i S s = » dtg =4/ 1m, (6.9)

o adici raza de inertie R, esfe dis-

fanfa de la exa dald unde ar ire-
bui concentrald loald masa corpu-
{ui peniru a da acelusi moment de
inerfie fafd de acea axd.

Dacd cunoastem mascle pir-
tilor componente M, si razele lor
de giratie R,; [latd de o axi,
atunei momentu! de inertie al
corpului intreg (compus) faid de
acea axit este evident :

I=Z ﬂij?;;:E Ij, Ij = ﬂf}ﬁ?;,
i i S

(6.10)

Fig. 62 o ~ fiindcid  orice sumi - parfiald
. 3 my R poate fi inlocuitd cu
- (i) S
momeniul de inertie M; 7, = I, al pir{ii componente respeclive de masd M,
si razét de ineriie R, B
Dimensiunile momentului de inertie sini:
CIT P A IM R =l ML® = kg-m? in SL L (6.1

oy

Comparind expresiile energici cinelice de translalie si de rolalic :
i 1 g ;

1
Ey =—mife Euo m% T, (6.12)

el =

se vede cit rolul masei m din miscarea de translatie il joacd in miscarea de
rotatic momentul de ineviie I lati de axa de rolalie.

Asa cum masa unui corp esle o milsurdi a incrliei sale in migcarea de
translatie, tot asllcl momeniul de inerfie fald de o axd esfe o mdsurd « inerfiei
corpului la miscarea de rolafie in jurnd acelei axe.

Valoarea momentului de inerlie depinde nu numai de mirimea maselor
particulelor corpului, ¢i si de-modul cum sint distribuite ele (adicd dislanjele
o) fatd de axa de rotatie. La o acecasi masi totald, corpul care are masele
mai depirlaie de axii va avea un moment de inerfie mai mave, de exemplu,
mnowmentul de jnertic al unui inel (cilindru gol) este mai mare decit al unui
disc' (sau cilindru) omogen din acelasi material si de acecasi masi, {aja.dé
axa lor de simelrie. Pentru a oblire un moment de irerlie cit mat mare,
materialul trebuie distribuit ¢il mai departe de axa de rotatie.

6.3. LUCRUL MECANIC, PUTEREA

Lucrul mecanic elementar efectuat de fortele aplicate rigidului in rotatie
(la rigid for{ele interne nu fac lucru mecanic) este (peste tot mai jos vy =
Z Ogrr =0 X Ty o=1p)

— — — = —r = — —— — —p—t
(‘[“fr,n_ﬁ EF;; (If'r-\_. = EFRUR dl’ = El“f;{(ﬂ > I‘,.-)(Il = E(o(!‘k bs I:L‘)d[ == Mw df,
(6.13)

unde M este momentul rezultant al fortelor falii de un pol de pe axa de ro-
tatic si unde am folosit proprietatea de simetrie ciclici a produsului vecto-
rial mixt (1.81).

Pulerea dezvoltati de forfele aplicate va [i deci

pro! = ‘%"Tr\ot = E}:;s (614)

fonnd N . . as *
analog puterii la translalie Fp, Forlei de !a miscarea de translatie ii cores-
punde momeniul for{ei la miscarea de rotalie.

intr-un SR inerfie! pulem scrie teorema energiel cinelice :

| (1 5 —— . s

dfp =d T)-Ic)'): AW,o, = Mo df, By = Ppy = Mo, (6.15)
2

—— i

Wiat == SMco df = AE,, = A(‘;

4

I(oe), (6.16)
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ceea ce se obfine si direct-prin derivarea cnergici cinetice :

- (1l o) & — g
17 s :__'1‘7}"’”’-"7: = 2oy = F(I - F Yoy =

v s = — —» - = — - = bt -k
=2 T o Kr) =3 of(ry X )+ Faln x "7:,‘) = jTI(-).

6.4, MOMENTELE DE INERTIE FATA DE UN SISTEM
DE COORDONATE

Momentul de inertie al unui corp depinde de axa fatii de carce se caleu-
leazd, de aceca nu este o mirime scalard (descrisi de o singurd functie) si
nici vectoriald (descrisd fa{i de un SC prin trei functii), i una mai complexii
(tensoriald). :

In adeviir, sii deducem expresia analitici a energiei cinetice de rotatic
fatd de un SC cu originea pe axa de rotatie (fig. 6.1 ; omitem accentele pelll;‘ll
simplificare) :

-. ] 1 - -
Erot *iE '_)'Injv;roi E= Z-—zﬂ-mrk(m X I‘,‘.)z
1|

i N

sau

. I, 1o» =,
I, ¢ == S‘_) vl dm = SE(O.) X ry* dm;

o1 - -
E o =T, "‘)“ “"L’[I((‘)y:.’: — oY) 7 Hox, — ©:7;) _Tr_l‘{(w.ryf; — (‘)z.p:r).-):rl =

e

1 . .
=7 —m,j(o,, S — ) (02 — 022)% + (el — o, ]

1
o= é—lwwi -+ 5 I8+ ;—Izzmg +
A Tepwrwy + Iau0, -+ 00, (G.17)
unde
Ia‘a-i—cf xm(yi 5, Ly = Xmy (- 2d), I, =2m; (i + yp) (6;18)
§e numese momenlfc dc'inerfi‘e fata de axele de coordonate, iar

def : .
vy =y 2= —Xmxyy, Iy, =1, = —Xmuy.zp,

Lo = Lg = — S myayz, (6.18)

se numese momenle cenirifugale (san de deviatie).
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Momentele de inerfie (6.18) sint chiar momentele de inertic fald de axele
de coordonale in sensul 'in care am definit mai inainte, prin (6.5}, momentul
de inertic fatd de o axd (yi + zf este pitratul distanfei particulei m, pina
la axa Ox; 3 --a} — pitratul distanlel pind la axa Oy ele.).

In cazul distributici conlinuc a masei, momentele de inertie sint

“QES (J' - 2Hdm HS (7 + 2%)p dV ete.
(6.19)
Ty = I_,?,__— Sa:y dmn = — Smyp dV ete.

Prin urmare, energia cinetict de rotufic esle o formi pitratiek in compo-
nenfele vilezei unghiulare, ale cdrei coeficienfi sint momeniele de inerlic.
Momentele de inertie sint deserise deci intr-un SC prin 6 funclii $i se
reprezintit prin matricea simelricd (tensor de ordinul doi simetric) :
I.‘?’.‘U I:!‘_?I I.’L’Z s
i 2
T=| I, 1,y Iy b Ly=Ipm ..., (6.20)
I.; Izy I.. )
unde elementele diagonale sint momentele de inerlie fali de axele de coor-
donate, iar Liemente!e nediagonale sint momenteie de inertic centrifugale.

A nu se confunda malricea momenLdOL de inerlie Ien momentu! de mcme
fuld de o axit [I.

6.5. MOMENTUL CINETIC DE ROTATIE

6.5.1. COMPONENTELE MOMENTULUIL CINETIC

@) Fald de un pol de pe axa de rotatie a rigidului, ales drept origine &
sistemului de coordonate (fig. 6.1), avem

- — - - - - (‘_2‘[
Jrot == 2P X mgpy = B % mg(e X Ty) (6.21)

sau

-

Jros ﬁg? X (:; % Ndm == Sd’m?[y(mxy—m W) — (& — wz))+

o =TT (6.21")

cu compounentele

Jx = I:r:sm:c + Ia:ymy 'Jf‘ Ia:zmz: Jy = Ig;f:cm:c _l" Iyymy + Iyzwz: .
(6.22)

Jy=I20, + I:y(’)y + I..02
care sint forme liniare in componentele vitezei unghiulare.
De aici se vede il in general componentele momenLulm cinetic J nu sint
proportionale cu componentele corespunzatoare ale lui co, adicd wveclorul J
nu esfe in general paralel cu vectorul m, deci momentul cinelic J nu este in

generel paralel cu axa de rolafie (0_,;).
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-

o X o ! = -+ . - e N -
Dacdl reprezentiim vectorii J, o prin maltrici coloane, putem scrie :

T [ ¥ . Ixy Iy, Wy
IS = Ty b= Iy, {yy Ty: oy f==T| )
J: 1. I;y 1., W,
sau .
J=1o= SFx (& X Pydm. (6.23)

Intr-un SR inerfial pulem scric tcorema momentului cinetic :
' > d .- = -
S ot :Hﬂ-(lm) = A, Mdl = A(Im) (6.24)
¢
ceea ce se obline si direct prin derivarea momentului einetlic :

S ey - . 5 - - = — - —*
Jrov = (Zrp K mppy) = e Xmyw g = 5ir, ¥ (Fit (Fp)=2r,x Fy = M,

6.5.2. FORME BILINIARE SI PATRATICE

- :

Produsul scalar «b a doi vectori reali se poate scrie ca produs dintre ma-
tricen linic a primului veclor si malricea coloand a celui de-al doilea vector :

: ba :

—— . . X -3 -
b = @by - ayb, - ab, =[a, a, @] b, P ={(a, b). (6.25)

b,

Vom reprezenta veclorii prin matrici coloand, iar coveelorii prin matrici
linic ¢

iy
[a) =] a, |— vector (bra); {a| ={a a} at] — coveetor {ket)
a, :
(denumirile bra si kel au [ost introduse de P.AM. Dirac de ia cuvintul
bracket = parantezi), ‘
Produsul scalar se va detuu atunci astiel :

b
by =lay&at]] b, |=ash, + a;
b,

Penlru veclori reali regdsim expresia cunoscutd de mai sus (6.25),

b, - atb,. (6.26)

—r

. ~
O cxpresie {a | Af}b) inseamnid o formd biliniard in vectorli a, b si
. = . o .
anume produsul scalar dintre veclorul «¢ si vectoru! 3D (care rezultd din
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‘ntele complex conjugate ale vectorului respectiv ;.

w

R . .

inmulliren matricei patrate M cu vectorul-coloandi ) sau alilel, este pro-
-

dusul dintre (,ovchmu! {a| — matrice linie a vectorului ¢ complex con-

jugat 51 vectornl 1f[| b — matrice coloani care rezultit din inmul{irea ma-

tricei 3 ca vectorul | 8> — malrice coloani a \Lctmu!m Iy

. T M., M, M, b
KW Mby =Ja; 5 ;1| M, M,, M, |lb,}|=
' M., M., M., |{b,

ﬂ'-[.r:r b,c -+ ﬂ{[.ryby _:— ﬂfﬂzbz |
={aG & ¢l M,b, - M,,b, +M,b, |=
Mby -+ My b, + Mb

= @M by = @My by - EMLb, M yb, + a0 b, - MDA

F-

S oafM by, @M by b el M b, = Ii'fxxa,’{;bw -+ HIJ,,aD.bJ - M, ath.
+ M ahy, 4 Myapb, + Myapb, -+ M, ath, —l— M_atb, + M, .ath,. (6.27)
Se poate vertfica ugor proprietatea :

A

A ' s A o~
Ca | M|V = b Mrjay, MY =%, . (6.28)
unde A7+ este matricea kermitic conjugald (transpusi'si compléx conjugald).
Dacit matricea M esle hamiii&n& (dupi numele lui Hermite), adicd hermilic
duloconjugala ; Mt = J\I atunci

{a ] .’\A’I] T = (b] .Ml ay; {a| I\I] wy* = (a! J.(i (1) d'\m e _—_M'
(6.29)
deci forma pitratied respeetivd este reald.

In particular, in cazul rea!, cind vectorii $i matricile au componenie
reale, avem ’ ‘ :

(¢, Mb) = (b, Ma). (6.28")

~

Conditia de hermicitate devine condilia de simelrie: M = M. Daca

M
malricea M este simetricd .(si reald) avem .

(@ M) = (b, Ma), dack M =1, (6.29')

iar forma patratici se scrie in acest caz desliisurat astfel :

((: 1{:[(5 = M43 + M, + M, . - 2, 000, + 2Mwa ¢, -+ QMHa am.
(6.29)



6.5.3. ENERGIA CINETICA DE ROTATIE

Relatia’ (6.17) se scrie acum cu ajutorul matricei momentelor de incrlie 1
(6.21) ea formd pdirafici

oL 1 - .o ]
B~ (0, 16) = =

si tinind seama dz expresia momentului cinetic (6.23), putem scrie :

- T - - 1 - = 1 »- 1 . -
L,;n;l =—§(Iw, I} z‘.:A—‘_;((o, .])' = w.J =§-Im , $.31)

analog energief cinetice de tramslalie

. S s Ths 1, Q
Is {p = UM =— P o= — MU, ([_)32)
E g0 9 4y

. — : i . . -
numai ¢i J nu esle In general paralel cu o,
. ) . T . -
Deoarece I, > 0, rezulld cosa> 0, o e|0, —-1, adicii J formeazi tot-
2
drauna  un ungni ascuiit cu veeloril .
Notind cu n versorul axei
noa= {COS o, €08 %y, o8 ) = o, {6.33)

pulem exprima mementul de inertic f fald de axi prin malricea memen-
telor da inertie I, ca formi patratici in cosinusurile directoare (Ao L. Cauchy
1827) «

s
I— (i, In) « Tpeo8®a, 4 ... 420, cosz,cosa, + ..., (6.34)

. N .. - n — —
expresie care rezultd usor din (6.31) punind o = now.

6.5.4. MOMENTUL CINETIC IN RAPORT CU AXA

= .
Proieclia momentului cinetic J pe axa de rotafie (momen{ul cinelic in raport
cu axa) se poate gisi imediat prin compararea expresiilor energiei cinetice :
1

L -
Jo =— Jo COS(J, (.U) = —— J“ w, dar Erut = — I(,)""
2 2 : 2 I B

Lrul =

de unde (fig. 6.3):

Ty =lo, Jy'=Io, (6.35)

10~ = :
S(m X ry'dm (6.30)

deci I ne dd numai componenta longitudinald @ momenlului cinefic, Paralela
cu azxa de rolalie, adicit ne dd momentul cinelic in raporl cu ara de goilafte.
Expresia lui Jjj se poate obtine si direct. Avem din figura 6.1:

@

- _‘—» - -—)-l . «-;v .—>
Jroe = 2l X mu, = (00, - Ry xomgog, f

- - g
eum v, = & X I =« X R, este transversal, com- T:lw

ponenta longitudinald este dati de termenul ai
doilea :

Ty = SRy x muby = SR x m(a x R) =

- -
= Sm.hin = lo,

unde am dezvoltat dublul produs vectorial dupi ,

(1.82) si ol =0. Fig. 63

6.6. VARIATIA MOMENTULUI CINETIC DE ROTATIE
SI VARIATIA ENERGIEI CINETICE DE ROTATIE

: '6.6.1. DERIVATA MOMENTULUI CINETIC DE ROTATIE

Aceasta se poate calenla direc! din sumele respective (reamintim ca
—_ - - - —_
Fp =@ X Ty = Vot i =)
3 - - - = - -+ -
Jrot = N(rp X M) = Trp X mybe =50 X Mo X Fp) =
- - - —_ - -
=3y X my(e X ry) + Zrp X m{o X v ,
- . - X 2
Primul termen este identic ca structurdi cu forma patraticd a lui Joe (6.21)
- , - )
numai e in loc de o, avem aici e, daci este egal cu Te. "Al doilea termen,

dezvoltat, di — So,(rumnw), (e =0), 1a fel ca si @ X J:
‘o xd =6 X (Z'_:r.- X Mgty,) == —Em,,._uk(mrk). (o, =0}

Prin -urmare,

-

T =lz+ o xJ =1+ o x (lo). | (6.39)

6.6.2. DERIVATA ENERGIEI CINETICE DE ROTATIE
S,(; obtine clectuind derivarea ‘
Erot =[E;—l m,-;v,‘f.)' = Emk_;’g’k = nmv{w X I'k)' ==

= Em,_._t;,,.(; X ;"k:), {termenul v {w X 1) =0)



si. permutind ciclic produsul mixt : ﬁ ‘
' (IR e N B N L S - -
Eoo =2Xe(ry x mppy) =ed =(g; lo) = (o, e},

(I este matrice simetrici), dar din (6.36): Ie =J - x J, atunei

Erot-—(co,}—o, }’)r((o )—(OJ,GJX]):(L)J

unde ultimul produs scalar (mixl) este nul; Prin urmare,

Brow = (6, 16) = (@, 1) = J¢' = Ja! (657

t Intr-un SR inerfial avem teoremele (6.24) si (6.15), deci

jroi =i;‘£‘£ s j=ﬁ
S L ‘ (6.38)

ng = ]: :Jm = Jfo)

B6.7. TE_OREMELE DE DESCOMPUNERE .

Dacii descompunem miscarea rigidului in miscarea de translatie a cen-
frului de masd si miscarea de rotatie in jurul unei axe instantanee trecind
prin centrul de’miasd, atunci se aplicit Leoremele de descompunere din capi-
tolul 4:

J=L+ 3§ 7P+ Lo, . .(6.39)
unde T, =Tem X Miey —Fem X P si 8 =1, . (6.40)
- o 1, 1.,
E, =E .+ E,, = Emu;m- -+ E 20>, (6.41)
. 1 . ) . _1 , - . - H .
unde  E,, = M 5 Doy = Too® =é(m, low) =— Sa5.. (6. 42)

unde J, este momentul de inertie fati de axa de rotatie ccn!rala (care trece
prin CM), iar I, este matricca momentelor de inertie fati de SCM. Daci des-
compunerea s-ar face fatd de un punct (pol) diferit de CM, atunci in des-
compunere ar apare termeni suphmentam sInicgti®, de ,,mterfereni,““ intre
migcarea de tramslatie si ‘miscarea de rotatie,

Teoremele generale de la capitolul 4 devin :

Teorema momentulii einetic :
F=L4+S=M=3rxF =fpx F4SrXF " (6.43)
. ) 7 ‘ . "
L= (Fem X Migp) =Tom X F, (6.44)

Se=(lo)y =he+ox S =M =% x F. (6.45)

Teorema energici cinefice :

Ec = Etr + Erot =P = ZI?LU_;. = ﬁl’?m + Eﬁk;;;’ (646)
. 1 - ROy
EH:EM%JZPH=MW (6.47)
L] ‘ 1 * —_ s ‘ - - —
Booy = (; Iomz) =32 = 8 =Py = ST =M. (6.48)

Forta rezullanii :

ﬁ:.rnc_;cm. R .(6.49)

6.8. AXELE PRINCIPALE DE INERTIE

Se poate demonstra ¢i rotind convenabil SC din figura 6.1, existd o po-
zitie pentru care momentele cenirifugale se anuleazd. Axele obtfinute se numesc
axe principale de inertie 0x,,,,3, iar momentele de inertie respective se numesc
momente principale de inertie I1,.,3 (J. A. Segner 1755, L. Euler 1758). I"ai,‘a

de aceste axe (notate cu indicii 1, 2, 3) avem deci
E —-—1—Im2+11 2—l—lIm2—
rt.)t =3 140y 5 2 Wz 5 3 =

Io®, (6.50)

b | =

1 .
= — (I, cos® o, - I, cos® & 4- [ c0s® o;)0" =

I =1, cos?«, - I, cos® ey I3 cos® s, ‘ - (6.51)

unde «, , 5 sint unghiurile pe care le face axa de rotatic ® cu axele principale
de inertie (fig. 6.4). Trecerea la noul SC. inseamni aducerea formei pitra-
tice (6.17) (deci si a matricei [) la forma dia-
gonali (6.50), adicd la o sumi de pitrate.
" Conditia ca o axi, de exemplu, axa Oz, si
fie principald este ca cele doud momente cen-
trifugale referitoare la acea axi si fic nule:

T = mSz:c dm =0, I,, = H-Szy din =0,

Conditia ca cele trei axe Oxyz ale unni SCG
ortogonal si fie principale este ca cele trei

momente centrifugale de inerfie si fie nule.
. Falfi de axele principale energia cinetici de rotafic apare atunci ca o
sumi a energiilor cinetice de rotatie, in mod independent, in jurul fiecdrei

Fig. 6.4

N
axe principale, ¢u viteza unghiulark corespunzitoare (componenta lui @ pe
axa respectivi).
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Momentul cinetic devine L T

Jrot =1Ly + [lhes + Klgoy = Loy 4 Taers + Lo, (6.52)

ca si cum rigidul s-ar roti in mod independent in jurul ficeirei axe cu viteza
unghinlard respectivi.

Daci rigidul se rotestc in jurul unei axe principale de inerlic, de exemplu,

Oz, atunci momentul cinetic este paraiel cu axa dé rotatic :

-

J = Lo, dach o = w;, 0, = w, =0, (6.53)

In general insi, vectorul J nu este paralel cu axa de rotatic .

Un corp pentru care I; = I, = I; se numeste {ifirez (sfirleazi) sferic (),
atunci momentul de incrtie (6.51) esle acelasi pentru orice axi care trece
grin centrul respectiv (deoarece cos® oy 4+ cos®a, + cos®oy = 1) si (6.52)

evine :

J =T, J e (I =1, =1), (6.53")

adici J este paralel en’ o pentru orice axi de rolafic care trece prin centrul
respectiv. , _

" Cind axa trece p'rin'centrul de masit al corpului, ea se numeste axii cen-
trald de inerfie, iar momentul faf& de aceaslid axi se numeste moment cenfral
de inertie.

0 axd principalc‘i cenirald esle principald peniru toale punclele sale,

Pentru cornuri omogene regulale momeniele principale centrale de inerfie
se pot calcula usor si se gisesc in tabele.
" Dacé un corp omogen posedd o axd de simelrie, ea va [i axd principali cen-
trali de inerfie (la sfera omogend orice diametru este principal).

In adeviir, daci de exemplu, axa 0z este axi de simefrie, atunci pentru
orice element de masé dm (x, 5, 2} so va giisi un element identic asezat sime-
tric dm{—z, —y, 2) (fig. 6.5) si in integralele I,, = ——gzx dm, I,, = —Szy dm

termenii corespunzitori se vor anunla reciproc,

FPlx-yz) k2 '

iz pdy 6.9. TEOREMA LUI STEINER
\}( Plxy.z) Pentrn o axd eenfrald oarecare, mo-
.y Lfm=pd£f’ mentul de inerfie se ealculeazi cu for-
S e : mula (6.51), cunoscind momentele prin-
L 0’ — PANESA cipale centrale, iar pentru o axi necen-
\“:J// tralda (.exterioari™) oarccare se aplici
T teorema lui Steiner (cunoscutii de Huy-
gens i demonstralii de Euler in 1749) ;
mamenful de inerfie I fald de o axd oare-
Tig, 6.5 care este eqal cu momentul de inerfie T, fald
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de o avd paraleld cenlrald plus produsul dintre mase corpului si pétratul’ dis-

LRI

taniei dinlre axe:
I = I, mR3. (6.54)

Teorema Iui Steiner este analogi tcoremelor de descompunere (6.39—42)

fatd de CM : . o
Momentul de inerlie I [ald de o axd oarccare esle egal cu momentul de inerfie

orbifal sau exlern al corpului presupus redus la un punc malerial in CM (mR3)

plus momentul de inerlie propriu sau intern {ﬂ o
fafd de o axd centrald, paraleli cu-aza dald. .

Pentru demonstratic alegem Oz de-a lungul
axei date, jar 0’z dz-a Iungul axei paralele
centrale (fig. 6.6, axele Oz si 0’z sink.perpen-
diculare pe planul figurii). Atunci

I =S(x2+ ydm = S(d—E—-a‘.’)gdm 4 S(b A" idm =

= S(;r'2 + y'Hdm + S(a2 + bdm -

+ 2a S:L" dm _-I—.QIJSy’ dm == I, -+ m L2,

ultimele dou# inlegrale fiind nule deoarece O coincide cu CM, adica

X = [
o m m

1 . 1 .
oy == — S 2 dm =10, Vew = S g7 dm=0.

Mai general, mafricea momenlelor de inerfic i fatd de un SC ourecare esie
egald cu matricea momentelor de iner{ic orbilale Iom wle corpului presupus redus
la un punct material tn CM, plus matricea momenielor de inerfie proprii 1, fajd
de un SC central paralel cu cel datl:

I 1w + o (6.55)

¥ 6,10, MOMENTELE DE INERTIE.
© "% < EXEMPLE DE CALCUL - .

a) Tijd sublire omogend de masi m si lungime [ (fig. 6.7):

b
I
l‘-:/-.‘
i

. SR
*diin, dm =—rd:,



5 5 = ¢) Pdturd sfericd omogenit de masd mv §i-rare 1.2
- Fala de_ 0 axi la capatul barei {perpendiculari pe bard) gisim, aplicind ) f i ° - o
teorema lui Steiner: » I, =1, =1, :-?—)(11 NI S - S (fF -+ 2 4 a2t 22 4 g+ a)dm =

m(R; -+ K3,

I

, P T Iy 1
L =1y =—ml* -+ m[=-} —=—me, (I = 0). (6.57) o °
12 2 3 . R o N o
) . . . . . D) 2 T < 5
47 o =\ dV == p\ PPdmrdr = p — (R} — If)) =
: : o : b o _
——————— [/ 2wl 2 0Tl n o ‘ e~
, . b == m(R— R (RE-—- K. . ... - (6.63)
1 P . 5
P = e ——a ok o _ w ) o
i Tz’ / T . .dm - : . In particular, pentru o pdlurd sfericd sublire omogena de masd m §i raza
- : 2 . " - R=R =R,: :
Fig; 6.7 iy a Lo ) . o9 R . T AN
P § AL " I, i dy = Iy == emI® (6.64)
b) Pentru o.figurd pland (Ox; 1 pe planul figurii) : : IS - - 50 ey R
o Ii =1+ 1, . (6.58) ) ] I
deoarece (fig. 6.8) : i .pentru -o.sferd plind-omogend (1= R, - 3 EAEA
. L :‘ - R, = 0) . ‘ .
I, :Syz dm, I, =S.t2 din, L,-:S (@ + ydm = I, + I, S C%
De exempln, pentru o coround cireulard cmogeni de masa m si razele Ry, I =1 =1 =—mR". (6.69) Zzzé
(fig. 6.9) avem I; =1, + I, si din molive de simetrie [, = I,, deci 3. . o : Z : éd
‘ : | K | , 875
L =1 =—1I, I ﬁS(:c: -+ yydim, (6.54) d)y Pdturd cilindricd omogenii de masa Z _ /ﬁf
o 2. : m, razé" R/ ."si inilfime h (t'ig.u G._IO)_ . . ‘ﬁ‘f , o
dm =6 dS = o-2nrdr, (¢ — densitatea superficiali), o o n o _ ///’/ 5'-'3’*‘"292 2
:R, I ) ) o - , . - R " - g 7 .
) TG, i o1 o - o I $Sr" dm :Sr‘pQ‘m' dr-l = /% IR ZZ 0
Iy =\ re2rrdr =~ (R} — R}} = —m(R2+ RY). - {0.760) &" -
2 0 9 R, / VALY N
i A . = ) ) T [ . 7 . & f/f‘_-—.,"(< \ .
| e ozt /o

L | =

(6.66) Tig. 610
‘ . 1 R ! 1 ‘ s . 2 __“ l '.l.‘.‘ 1 :‘_ 2 (I —
Il(= Ig. -f——z(ﬁ“{“ {-:) =3 S 4=+ P-.; )idr_zj =3 Sr dm —i Sz m
; e 7 ' - o I - B
" v — 1, Szfﬂ dr = m(l-z} R+ '—112)- (6.67)
o 2 t 4 3. A
—if2 : : . SR

In particular, pentru-o pélurd cilindricd subtire de masi m, razi R =
= R, = R, si iniltime & rezulti :

Fig. 6.8

In particular, pentru un inel subfire cmegen de masi m si razi R rezults 1 1 2 : Loy

’ o N D I SR L mh?, I, =mit 6.68
(R, = R, = R} : I, =1, = 2.‘_m]i + 12mh’ I, . m .( )

1 N o . - . e erpn

I, =1, = I,, I, =mpR* (6.61) si pentru un cilindru plin omogen de masd m, raza R si mull,n'ne h (Rl' =0,

- RAZR) : B e

i pentru un disc sublire omcgen de razi R = R,, I, =0 N Co = S R SR C e
nP R g 1 1 L I, = .1’2~-=l m(lﬁ -+ -_l—haJ, gem—mR - (6:69)
I ﬁf»_»f=}—f3, Igfl=5m}{2. (6.62) T R - B ST T2 e e e




6.11. ROTATIA IN JURUL AXEI FIXE.
CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC

6.11.1. ROTATIA IN JURUL AXEI FIXE

In cazul unei axe fixe Or avem o, = o, (w, = (;),, =2 {1},
J. =1 0, sau Jy = lw. {6.70)
Ecuatia momentului cinetic di’:
5 — . d(Je
J=MJ. =M, sau——(—li—)) =M, =My, © o (6.71)
df o

unde M, = M) este momenlul forlelor in raport cu wra de rofufie, adica

-
proicctia pe Oz (axa de rotatic) a momentului rezultant AL (calculat in raport
cu un punct de pe axi).

Aceasta este ecualie fundamentald pentru miscarea de rolafie, analogd .*

ecuatiel d(;nu?_, = F, pentru miscarea de translatiec. Dacd I —=const, avem
{ o
‘ . .
d(fw) S L = M), (I =const). (6.72)
di d!

i

Exemple, a) Pe un cilindru omogen de masii M si razd R esle infdsurat un fir. sublire. La
capitul liber al firului este atirnat wn corp de masi JJi, de care este legal in continuare prin-
tr-un alt fir un alt corp de masi . Sc neglijeazdi frecirile. S se afle acceleralia corpurilor
si Lensiunile -din fire (fig. 6.11).

2

L N ) 1
Rezolvare. Th=Te;, my + T, — Ty =ma, my— Ty=ma, T =— M.
Conditia de néa_]ﬁpéca.re a_lirului pe cilindru e = el

Rezolvind sistemul, gisim

= & T, = Mg o g

1 M[2(m + my) ’ 2+ M f(my - my) . I‘+ Xmy + my) (M

h) Un cilindru omogen de razd It este adus in stare de rotalie en turalia r, in jurul axei
sale si agezat In unghiul diedru drepl ca in figura 6.12. Cunoscind coeficientii de frecare la lune-
care u, .. s se afle cite ture efectueazii cilindrul pind la oprire.

Rezolvare, N; —mg 4 Fpe =0, Ny — Fpy =0 Je=- Fp + Fpd cu conditiile
Fp = ,Ny, Fyy = peNy. Rezolvind sistemul, gisim e

1 -boug 1
L€ =__,ML)L“ . I = _1_”1_[{2'
14 pgpe 1 2
i atunci
N — 2rng 14 wpe w R
2e Ml 4 pe) 29

¢} Momentul forfelor de frecare dintr-nn lagir este proporlicnal cu vilera unghiulariia

M~ &. $tiind cii sub actlunea unui.mcment. motor (activ) A = 1,60 kN 'm, rotorul cu ro-

imentul de inerfie I = 20,0 kg-w?, atinge turalia imit&(MdSTind) n, = 1 200 rot/min, si se
afle dupil cit timp rotorul atinge 8¢ % din aceastd luralic si ¢ite rotalii face in acest timp.

d ‘ . .

Rezolpure, Je = M — M, sau 1222 M - ke, Cind se atinge turafin Hmitd, o =0
i .

sal M = M, = ka,. deci kB = M few,.

I I do . I les o
—___dgo =l sau e — P i — O wdr =0
M — ko M1 — @y, M1 —alo,

.o _ . ¥
mg
¥
[
My
N _ }
Fig. G.11 Fig. 6.12
de nnde_ integrind cele doudl ecualii fou inil;i'nl nul) :
. ro 1
L :i wy 1n —t - 11,5 s: 0 =2aN = Hc-)u[mu In _ (.o) =
' M 1 — efw M . 1: — w/ey
:.mo t— i wl, N=n|l- -{~ mJ:l?‘)O rot.
"M ]

6.11.2. CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC

Dacit M) =0,-din (6.71) rezullii conservarea momentului cinelic in
raport cu axa de rotatie: '
My =0 = Jy = Jo = const. o (6.73)

Conservarea mementului cinetic fo se demonstreazit user cu ajulornl

scaunolui (taburctului) fui Jukovski — o platformi orizentald rotativii pe
rulmenti. Un om avind greutitli in miini se rotesle impreuni cu platforma,
Depirtind lateral miinile, creste I si deci scade o. Invers, apropiind miinile
de corp, scade I si ereste o (fig. 6.13). _
' Intr-o altit experientdi, un om, inilial in repaus, {ine in mini o roata
(Prandt]) cu axa verticalii (fig. 6.13). Punind-o in miscare de rotalie, plat-
forma cu omul se va roli in sens invers, penlru ¢ momentul cinetic total
este -nul. RIS



Dacil omul, initial in repaus, primeste o roatii in rotatie cu axi verticala
si apoi intoarce axa ei cu 180°% el se va roti in sens opus, $i intorcind roata
inapoi cu 180° el se va opri si poate restitni roata,

Ca ordin de mirime, momentul de inerfie al umu om fdld de a\d s4a Ion-
gitudinald (VCI‘[’.IC"[]A) in pozitiile : drept — 1,2 kg .m?, ghemuit — 2,3 kg -m?,

si celddalt  picior departat —
8 kg.m®. In jurul axci centrale
ng:tdle (sLmd drept) — 17 kg -m?®.

Legile: misearii de rotalic ex-
plicd functionarea volantifor. Vo-
lunial este o roatd (dise) cu mo-
ment de inerfie mare, care posedi
deci un moment cinetic mare si
o energic cinelicd de rolalic mare,
Volanlul serveste peniru unifor-
‘ mizarea misciirii de rotatie a ma-

‘Fj;r_;. 6.13 : : sinilor. In-adevir, 1a masinile cu

. ) explozie [fortele dezvoltate nu
sint consl'mLe si nu cfectuca/.:t un1form lneru mecanie, de aceea iniscarvea
pistonului n-dar da o miscare de rotafie uniformii. Fixind pe arborele motor
un volant, acesta joacit rolul unui ,rezervor® de cnergic cineticii care com-
penscazit variatiile lucrului mecanie produs de motor, astiel incit variatiile
turatiei vor fi mici (fiind invers proportionale cu momentul de inertie al
volantului). Rolul volantului poate fi indeplinit si ‘de rotoarcle turbinclor
sau ale moLmreiol clectrice.

6.11.3. ANALOGIA DINTRE TRANSLATIE SI ROTATIE

fntre miscarea de Lranslahc si miscarea de. 10L'111e existd o analogie ilus-
trati de tabelul de mai ]os

Misearea (lc tlau‘siahc | Miscarea de rotajic

I

s [m] - ' pE - [rad)
' @ = 0, [rad/s]
1?,, [m/s] P - Py [radjs]

a, == s, [wijs]

D=5 [m)s]

£y I-—'—.(:) =0, [cad ,"s“]

(_1,: 1_7: [mjs]i e - s . e R {radys?] .

m. [kg) 1, [leg -y,

e - NE

1, [N] . M, [N m]

F,, [\] ] My, [\J m}]
;ep—-nw, [leg-wjs] - yooe I==Lu. [J- 5]
'};l:'!-“'_,,"(]};" Lo . e ...u 'j (,“, PRI
R ErTH : S LA TP TR
Ly = may s ey Py T Ay =Ty el T o

R TR TR P U PO
E, = Z v, [J] ! Be=" I (]
[ S i : 20 :

QW= T [4)
P = I'o, [W]

ST e Modt, [J]
P'= da. [W]

pe un picior cu bralele depmtate‘

Lt 3

612, PENDULUL DE. TORbIUNI:.

Un fir {sau b:.n‘;“n) elaslic, verlical, rasucil cu :ljlli(,illl unui cuplu de forle
si lasal liber va efectua oscilatii de forsiune (tig. 65.14). Penlru unghiuri mici
de risucire momeniul forielor elastice 3 este proportional cu unghiul de
rasucire ¢ (in radiani):

M =--C0, " {6.7)

unde C este conslan{a de [orsiune a
firului, avind dimensiunile :
[{C] =[M] =LNT* =
" (6.75)
= N-m san N-m/rad in ST
Relatia (6.74) este analegul unghiular - . _ £
al cazubui lniar I = --Fr. Sémnul '~ - - Pra)
minus din (6.74) arald i momentul - - v ol ¢ 1/3 Y
elastic M dezvolial de firol résuncit = 1
esle opus cresterii unghiului de risu-
eire . Ecualia (6.72) di

- P o AN .5'/
; 3 \’/ ‘
Je — M -._ro 10-1— CO =0, - J } M=-CO

(6.76), i Fig. 614

~‘§—0 =0 sau {} -=iet0 gO

o
adicd cunoscula ecuatic a oscilatorului armonic, de unde perioada oscilatiilor
de torsiune (a nui se confinda 0= viteza unghiularii en ¢ de mai sus = free-
venla unghiulard a oscilafiilor) :

' =V ¢ , T=2r Vi, [ﬂual('g Ini T = 2= Vm) (6.77)
I : C k

Pendulul de torsiune esle folosit, de exemplu, la delerminarea experi-
memald a momcnlelm de inerlie, a. conslautc gravitalionale univ ersale ete,

e . . R . .. . P vt

e - 613 PENDULUL rmc A

Un L(Hp uqzd care poa!e mtzia in jzzrazl unei wve orizoniale five de

suspensie, sub acliunea greuldfii sale, constituic un pendul fizie (fig. 6.15).

Se neglijeaza fortele defrecare. Ecuatia (6.72) di (R, =~ distanfa dentrufui
do greulate G pini la axa dc suspenslc 0) : . .
I =M = -4:1191?0 sin0, _ (6.78)

(momcnlnl M esle (IL semn opus lll‘l“'hlllllll 0). Pennu liﬂ”lllllll mm (B < 1 1‘1(1
sau' 0 = 69, sin = 0 in rad §i ((J 78). dcum. ' ’

v
i

02020 0, of - ”“j,“'" R N

de unde perioada oscilatiilor mieci :

(PP | R | P S S )
B my Y g T o mR, T : '




unde [ este momentul de‘inertie fufi de qra de suspensie 0, iav I, — lungimea

redusd a pendulului fizie, adici J'uno'lmm 11111.11 pendul smlplu (maLcmat:c)
sincron cu cel fmc. .

Legea 1zoernmsmulm- mieilor os’cilatii t

depinde de amplitudinea unghinlard.
Conform teoremei. lui Steinelj,

I = I+ mHEj, _ (6.81)
de aceea = 7 L '
I, + mEi2 : ,
{, = ﬂ_’l““ll_}_o = R, £ T =Ry Iy > R,
mRity mR,
RyRy = dofm. -~ - (6.82)

Daci sehimbim axa de suspensic. din 0. jn O
(lig. 6.13), perioada nu se S(‘hl]’]lhd (O s¢ nu-
meste centrul de osu!ahc) ‘

m.q%:zyhﬁqm%;: Vm+d S T (5.83)
‘ gmRy o v

Pendulul reversibil (M. R. Prony 1792, H. Kater 18‘17) este 'un pendul
pcnllu care stabilim experimental pozilia ‘mclor 0, 0 astfel ea pcnrmdele
sii fie egale. Atunci distanta (Emhc aceste axe va fi lungimea redusi I, si cu
(6.80) putem caleula pe g = 4=, [1%, (I, = 00").

6. 14 AI&ELE LIBERE (SPONTANE) SI A\ELE
PERMANENTE DE ROTATIE ‘

- &J¢1.AXELEIJBERE

Teoria arati §i’ cxpeueula confirmi ¢i’atunei cind un cor p esle n!)hrrflt
sii se roteascd in juril’ unei’aze fixe diferite de' o axi principald’ centrald’ de
inerfie, corpul reactioneazi asupra axei si lagérelor cu forle de reacliune
care depind In general de.pitratul vitezei unghiulare o si de acceleratia
unghiularii ¢ = @, putind deforma sau chiar rupe axul la turalii mari, Astfel,
un disc fixat. e\centm, sau 111(,1111.1L uuloalc a\ul si apasi ‘lsuplﬂ hmue!or
{f'g. 6.16). .

+In adevir, fom 10/11!L¢111La, cnnl‘mm lLu (.) 26) (polul pe raxa clc 101;1!1(,)

I = macm = m__>< "cm + mm >< (c-) X Tcm) - (() Evl)

a f1 nu[u daca '1\‘1 cqto r.ﬂnimla, adtca CM se Ilfl..l pe axa, de zolah(', cac:

AT TR T

atunci rep H o [] c; alttel I'mhl vit, depmdo de, p_
si de neuniformitatea 1‘01‘1 tiei (de = m) "

.1LraLul \:Lc/u unﬂhmhuc ©

—
Alegind ca mal maml.p axa 0z de-a !un"ul axci de rotalic w, expre-
sia (6.84) devine analitic :

1' =mi(—elen — 0 lcm) }" mj(m-cm o ’fcln) (6.85)
5i d.l(‘d CM este pe axa de mldllc (%m = Ucm = 0), Tor La se anulenzi.

‘Oscilafiile mici sint izocrone, adicd perioadd: lor nu .

ok

(=]
U-

' I‘:g 616
La fel, mnrﬁentul‘ 1'é?illti11t conform Iu1 (G 38):

P TRt e xd= h+mxa$‘ (6.56)

va fi ptualcl cu axa de.rotatie dack aceasta esle principald, ac1 atunci m b

w J =0 (J I m) si 12 s¢ reduce la Ic, pma]cl ol @ ; '11Lfel, a\a va fi supusa
la un- moment M | care indoaic axa.
\mlmc ecuatia (G 86) devine :

M= l(Ims I,.0%) - J(qus —1— I“co %+ 1\ 228 ((').87)
si dacit Oz este axi prmczpala (aLun(u I'r:z = Iyz =M atunci componentele
hansxetsalc ale momentulm se anuleazd (M. =M, =0) <'-1AM va fi I

pmalcl el “axa de rotafie (cu m)
De accea, peniru ca axa de rotalie sa nu fie supusi la, eforturi, t1ehu1e
ca fortele de inertie centufuﬂe cu care corpul reaclioneazi asupra axei si
se echilibreze reciproc (sii dea rezultanti nuld si moment rezultant p'ualcl
cu axa), ceea ce 1ep1e7mta toemai conditia ca axa de rofafic sd fie avd prin-
apalu cenfrald de inerfie (fapt remarcat incd de Huler). Pentru aceasta pie-
sele in roLaLxe (volantii, rotile, turbinele) trebuie bine. centrate si ‘echilibrate.
Dacd In experientcle dm fignra 6:16. axa de rotatie a corpului este o axa
principald centrald de, inertie, atunci lagirul superior poate fi zndcparlai si
mpul se \'a roti l:bcr 111 _]111[11 axei sale.ver Llc'ﬂc (ca un U tirez). In accst caz,

[ott,ele dl]l l'lfdeLll inferior dau M_;_ ~0 si- deci J = Io plstreazi duecgle

ueschlmbata. :

Dacd unui rigid nesupus la nici o fon’a exlerioari i se unpuma 0 romire
in jurul unei axe prineipale centr ale de inerfie, el e conlinua la nesfirgil sd se
rofcascd uniform in jurul acestei axe (analogul unghivlar al legii inerliei privind
translatia CM, § 4.5).

In adevir, dach de e\emplu O = 3, __,0, atunci

S = S ey =3 =0 - Lo = const, (6.88)
! .

de unde
‘: ey
0 = const

A\ele punc1p‘1[e ccntmh, de iner Lle se m'u ‘nunese de aceea si ﬂ\e libere (spon-
fanee) de-rotalie: - e RPN .



6.14.2. STABILITATEA ROTATIET

Rotatia este sfabild in jurul axel libere de moment de inertic exviremal
{maxim sau minim) si este instabild in jura! axei libere de moment de inertic
intermediar. Astfel;, daci rotim printr-un fir o bardt usoard suspendam

(f]rf 6.17), forfele centrifuge F., vor stabili pind [a urmi o rolatie siabilit |

in jurul axei transversale. loL astfel se Intimpla cu un dise (sau m('l) de cur-
ton sau cu un lantisor usor (cu capetele legale intre ele). Dacii incercim si
perturbim miscarea, corpul revine la rotalia sa stabili.

Experienle si mai simple se fac cu o farfurioarit sau cu o monedi, Ele
se pot roti liber si stabil pe o masd in jurul unui diamelru vertical, Daci
insi [arlurioara este ovald sau moneda-tesitii la forma ovali, pulem si le
imprimam o velatie liberd sfabild in jurul diametrului lurg, dar nu in jurul
celui scurt, desi momentul de inertic - Tn jurul diamelrului seurl esle mai
mare decit in jurul celui lung (dar mai mie decit in jurul axei perpendiculare

Fig. 6.1?

pe planul dlSCUllll) Farfurioara ovali saw’ moncda ov aid in LeI mai hun caz
se pa ridica 'si se va voli in jurul diamefrului tung.

In sfirsit, putemn arunca in aer o cutie paralelipipedica (de [‘}' iri, de chi-
brituri ete.) 1mpummdu io rot’mc liberd stabild in jurul unei axe perpen-
diculare pe fata de arie maximii sau minimi, nu insd de avie intermediari
{momentul de inerlie respecliv va [i maxim, mi}lim sau intermediar).

6.14.3. LEGEA INERTIEI

Dacit un rig'd esie izolat (I' =0, M = == 0), atunei momentul sio. cinetic
—_—
J si energia sa cineticit IZ, se conscr\':“t Cum in acest caz CM se mised recli-
— i
linin uniform (FF = 0), rezulli cl mnmultu[ cinclic orbital s¢ conservii :

bd Ead

-
L =r., ¥ mog, =const si enug.d cinelici _de ll‘anslatlc SC. conservi :

1 . N e i
I = —mol, =const. Atunci si momenlul cinefic proprin -5 sc¢ conservd,
9 o -
-7 N . . o . - . U
deoarece™J = [, + 8, si energia cinelicd proprie de rolalic se conservi Il =

1 o= . .
— .So), daoarece L, =6, 4 ...

Din conservared lui 6 nu rezulld in qcncr al conserpared veelorului u, deoa-

rece .5 nu este-in (general puralel cu .

Lonse:vmen wLaLlu uniferme are toldeauna ]oc pentru filirezul sfe-
ric (6.337) :

I, =T, = {3 : I, S = Im = consl — co = const, '_ (6. 89)

precum si in cazurile (5.53, 0.88): In general insi, \chmul o se schimbi

b

fata de S = const, dar astfel -incit

R B 3 o .
S =3 Sw = const, (S5 = const). .- - (6.90)
Dacd an rigid este izolat, afunci centrul ‘s de masi '(L\I) cslc in' repaus
sin in miseare reclilinie un:fomm, si in acelasi timp uqzdul se poa{c roli la
nesfirsit umform in /urul unei axe prmcnpq]e ecentrale 'dé inerfie.

6'14.4. AXE PERMANENTE

In sfirsit, se poale ariita cii,.dacii unui corp mobil in jurul unui punct
fix si supus la for{e externe lrecind prin acel punct, i se nnpnnm 0 miscare
de rotalie in jurul unci axe principale de 1nullc trecind prin ; acel punct fix,
el va continua sii se roteascd uniform in jurul acestei axe. De aceea axele
principale de inerfic se mai numesc si axe permanenie de rotalie. Dupi cum
am vizul, axele permanente de rotatie trecind prin cenfrul de masd se numese
axe libere dc rolatic. cw ‘ :

6.15. GIROSCOPUL

(siroscopul esle un corp care efectueazd o miscare de rolafie (cu luralic mare)
in jurul unei axe de simelric lbere (pmmpalb centraley, de momen! de inerfie
maxim. El tinde si piistreze neschimbatd in spaliu direclia axei sale de rotalie
si-esle cu atit mai stabil cu ¢ib viteza unghiulard este mai mare si cu eft mo-
mentul de inertie fatdi de axa de rotatic este mai mare. Gnoscnpul a lost
inventat de’ I“om,au][, in 1832 (cu scopul de a do\'odl rotatia Pamintilui).

6.15.1. TEORIA FLEMENTAR

Giroscopul In suspensic cardanicd isi pistreazii axa neschimbaltd in spaliu
oricum am roli suportul (fig. 6.18). In adevir, nefiind supus la nici un moment
al for{clor extlerioare, datorilit suspumcl caulamcc momaulul cinelic al giro-
scopulm se LOIlSL‘I\d

—

S 2= gy e consl— m-—LOIl‘;l e e (6.91)



Fig. 618 . - ' Tig: 6.19

Dacd -aplicim- duoswpulul un. moment . M perpendicular pe axa sa de
Totalie, ¢l se va roti in jurul celej de-a freia a\e (fig. 6.19).

Tn adevir (cons:e{el.un CM in 1cpaus in originea SL., atunci SC\I coincide
cu SL):

% 47 =

J = = M, dJ - 3 dr {0.92)
t

si consider m('l c‘t J rimine plactlc egal en. ‘Im rezullil citaxa de rolatie w (ini-

tial paraleli cu 'Oz se va 10L1 m juirul lui 0 nidmcntirl _.'Tf'l"i‘l'.‘l‘ld"(_l‘lil'rlft':o‘lj. De
aicl rezulli 1egu]a ' ' ‘

Gzroscopul imde sa aﬁeze ara sa de m!m’w w  par alcl el aut :om!m for-

tale (impuse) M. ' :
Notind eu 0 V:cha unghmhm in Julul axei 0z, avem’ (consulelmd cit

0 < w, astfel ca J = Im)'
do =Qdt, dJ'=Jd3 =QJ 1, dJ = ”><de
a7
c1£

= QX J= M, de unde M = 0O ><_‘._I _1 X coI : (6. 93)
Invels dacii axa guoscopu]ul © (m1l|al pamlcla cu Ot) este: 1‘ot1La in jlll[l}

axei 0z cu \'1te/'1 Q ea va e\e1c1ta asupla la”arelm forte de reactiune (forte
giroscopice) cu momentul ‘

M= =—dx W, (6.94)
antiparalel axei Oy (efcct n‘uoscopu,) ' h

6.15.2. TITIREZUL .

Tie un 0’u‘oscop cu punct de sprijin fi¥, ‘in clmpul gravitaiional terestru
(tltlre/ul sau sfirleaza) (fig. G, )0) \Iomcntul cuplu]m f01 mat de for{a de greu-

tate mg si reactiunea normald N == mg, anume M = mgisin«, este tot

timpul pclpendlculm pe planul (m, g)
de aceca st capitul \ccl,mulm J =Ta
se deplaseazii In acelasi sens eun M, deci
—_

axa de rolatic- . deseric un con cu’
axii verticala : _

— s —r —* 2 C.

Mdt=dJ = Qo JdL [ =

= QJsin ¢ = M = mglsina,

o el (6.95)
few

Titirezul efectueazii: o migcaré de pre-

g .
cesie £ in jurul vertiealet, in acelasi Fig. 6.20
—_—

sens cu rotalia proprie w.

et g8 g APLICATIL

Giroscopul are mai multe aplicatii tehnice. Proprictatea giroscopului de

argi ‘pistra fixi- directia nxci sale este folositid pentru slabilizarea direclier
de zbor a torpilelor sau rachetelor : un giroscop in suspensie cardanicit actio-
neazi -asupra dispozitivului:de divéctie al torpilei (sau rachetei).
- . De asémenea, datoriti voor ghinturi in teava tunului;'proiectilele capita
o rotalie proprie rapidi care le stabilizeazii directia.axei.. In navigatia mari-
timi si acriani se foloseste busola giroscopicit (compas giroscopic) in care axa
giroscopului aratd mereu direciia Sud-Nord.

Giroscoape mari sint folosite pentru atenuarea Dbalansului vapoarelor
datoritdt valurilor (stabilizaloave giroscopice).: N -

‘ E[LCLE!L giroscopice pot fi si diunnitoare. Astl‘el la viraju} }"1p011'elor
Sau cl\'l()"lﬂE,IOI, axa lonﬂzwdmﬂla a tu1bmelor va L\crcm plcsmm aeupr&
Tagirelor, producind osulaln 'sau chiar dlstlurrerea rutmentilor. '

__.,.__.,.._ _— — -—;K-Soang

Fig. 6.21



Pdmintul, datorili rotatiel sale dmmc, 1eplcnnta un imens O‘uoscop, cu
axa inclinald cu 23°30° fagit de planul echpL:ce: Datouh nesfcnmtaLu Pi-
mintului rezultanta fm[e]m de atraclic solarfi nu trece prin ¢entrul Pimin-
tudui, cf dd un moment ca in figura 621, care fake ca axa Pamintalui si
exectile o miseare de precesie, deseriind un con, cu o perioadd de a 25 800
ani. Datorita nﬂ"luentm Lunii, polul cercsc deserie de-a lungul cuc,um[mmtel
de precesie o curbd asemiiniitoare sinusoidei. Aceastd miscare se nuimeste
nutalie, st are o perioadd de '~ 19 ani. ' - o

'6.16. MISCAREA PLAN-PARALELA

6.16.1. MISCAREA IN SPATIU

in cazul miscirii rigidului in spafiv aplieim ccuatiile (6.49) peatru mis-
carca de trapslalie in SL ;

gt

—‘* oo R »“i’—)“ » IS —t '
F =mioy =M+ me X e + mo X (0 X rew) ~{6.96)

oo L L T, o T RS o
si ccualia (6.45) My, =Ioe - x S in SCAL Aceastd .din . urmi. ecuatie. se
poate s(,m, pe componenie fafd de un SC propriu cw-originea in GM, (Iar cu
veetorii o si e calculah tn SL saww SCM:: IR P P R OY R

= ﬂ?-; x}«",,; =‘1’?+I‘3‘-5< =(i'€§),' R (6.97)

5
unde 1’ este m'ltm ca momcntclox de iner Lxc alc r:ff;dulul fatd de on SC propmr

cu onqmcu in CM al llf"tdullll (I'= consL) . si € = () smt \1Lc7-1 '?1 accelcmua

unghiulare ale ll“':(IlllLU fafd de SL sauw SCM si- A esle momentul rezultant
al fortelor fali de CM,

6.16.2. AXA DE ROTATIE FIXA

In cazul miscirii plan-paralele axa de rotalie ecste p\dl‘peiidiCtllal‘ﬁ pe
planul miscirii, S& consideriim mai intii ave de rofulic fixd si sit alegem ca de
obicei axa Oz pardlé[ﬁ cu o (perpendiculariy peplanul miscirii), Este comod
sk scriem ecualiile vectoriale pe componente-lfatii'de un SC propriu cu originea 0’
tn CM. Alegem axa 0z’ paraleli cu 0z, iar axa 0’z astlel ca si treacd prin 0

—_

. ,
(fig. 6.22), 00" = R,,. Atunci o si ¢ nu au decit componente pe 0z(0') :

O, =0, =6, § =f, = €. {6.98)

Ecualia misclirii de Uranslatic a CM (6.96) devine:
I —ﬁm % Rm,, — moﬁ—ﬁm = MR (—* &, 0),
. , - : ‘ {6.99}

L chm .\/w Fef lgl =—.

Ecualia miscirii de rotatic (6.97) devine:

L]

M Ve ek (Te) = (ae — 10 Ie - Lo I, (6.100)

7}
by
[ Planut ‘miscérn f
A PR
AN /@’&:\ RN
0 B l‘{rﬂL ﬁr\!c,’;} o
0?'_ . P
. 0 CJ':!
S Ry -
o b
Fig. 6.22
_AcesL momcnl umlmc o parte paralcla cu I
Mt} e I 0, e, 0), M, —Il,z\/m T (6.01)

restul fiind perpendicular pe Far

h ) r a ,
My == Iz, Tef, 1g).
Prin uwrmare, sistemu! de forie aphcate rigidului se reduce ]a rezultanta

F ({) 49) aplicatd in CM plm, cuplul Y (6.100) san la rezultanta F de-a fungul
axei cenlrale, aplicald de exemplu In ceniral de o.su[a!:e definil prin coor do-
natele : .

Tag = (T'mRyp, 0, — mf mRem) SRR (6.103)
plus cuplul loun‘ltuduml (6. 101) ; N
Daci I ;== 0, for tclc e, -redue. numai 1'1 IezulL'mta 1* (6 99) _aPhcata
in canaul de (oscﬂ'mc (b 102) blLu'IL fa distania . O
S TRy o = Rop -+ i [MBey = TafmBten ~* (6.103)

Llid dc axa O~ (,,hmgnmea 1cdusa )



Pe direclia axei de rotalie: ecuatia (6.100):ds. -
M., = Izzu . E (6.104)
adica, mamcniul rcx.ulmnt in raport cu axe centrali de rofatic, M.,,, csic eqal

cu momeniul de inerfie in raport cu aceasta aa;a, I, inmullil cu aceeleralia
anghivlard e. , : -

6.16.3. MISCAREA PPAN—PARALELA

.
AMiscarca se descompune in miscarea de translatic : [ = mc?u_m si miscarea
de rotatie in jurul unet axe centrale (care Lrece prin CM), perpendiculare pe
planul miscirn : (6.100), care di in particular ecuatia (6.104) (alegem planul
migciirii {recind prin CM). La acesle ccualii se adaugd de obicei condilii
suplimentare, fie restriclii pentru miscare, de exemplu condilia: de nealu-
necare la rostogoliri, fie condilii pentru for{ele de frecare la Iunccam
Observiim ci ecuatia rotatiei (6.104) se poate serie si fati de acel punct P,
<in planul miscirii @ cérui '1cceleral,xe @, este zero (centenl acceleratiilor W)
saun este mdrept'ltd spre CM (trece prin CAf) : : i

Mo=I.e . (8104)
. o .:Lyl T ———— T L e 1.
In adevir, trcbuie}indeplinitﬁ condifia (M, = P -CM):
- Mt = HIZZ — (Ro >< F)zz = I e —(Iz, ”l]‘o):. =
R',, % F.‘: mR[,a dar F = m(tcm m(a0 ~|~ P Po ——!o) Ra)
de unde rezulid condiyia

.]ln X (to —-0

Exprimindu-1 pe an (pun acm) rezulta cit pun tul £, ud)me sil flc pe

-
anrmala din C3M la o (501 12 F = macm)

'

— I{D =72 X foms o = hzem aslféi e oY= cR.

de unde S S

1 — L

Ry = g ¥ gy - Iy ="'(tc'm,'s. R '-{(‘).105)

i §?

‘Gazul practic imporiant este acela ¢ind aka 0z ‘este centraia punc:pala,

atunci ecuatia (6,100) se rednce doar la (6. 104) (I, = I, = 0) sau respectiv

fa (6.104"). Asa se intfmpld, de exemplu, in cazul rostegolirii corpurilor ro-
Lunde omogene in jurnl unei axe principale cenlrale.

Deoarece cenfrul vitezelor € arc totdeauna’ accclelaln perpcndtculam
pe tangenla comuni a centroidelor, atunei daci:CM se afli penormalain Cla
aceastd tangentd comund, ca incazul obisnunit alrostogolivii corpurilor omo-
gene rolunde (cilindri sau sfere), putem scric ecualia (6. 104°) fafit de centrut
pitezelor € (acesla coincide cu punctul de conhct in ca/ul ncalunecmr
&, =c I}, cle), Dot o

Sy —

. “Exemple. a} Peste nn seripcte de masit m, moment-de inerlie T 4 razi R sint intdsu-
rate simetrie in sensuri epuse denii five, unul fiind fir de suspensie, far celdlult avind atirnat la.
capiit un corp de masi M ea in figura 6.23. 53 seafle accelerafia - M/ZA///

CM a scripetelui i tensiunile din fire. . - .
Rezolvare. Mg — T, = Ma',a’ = 2Re, mg + T-. - 1‘1 = ma, Y,

a=e¢R, I'e=mgR +4 T,21, unde I' = I 4+ mR= r- T

Corpul M nu poatc aves o aceeleraiie @' > g, Calculiim Ty !

' 431 I
I, Hﬂ (Ijmir — 1), unm,C:I—}-Mi—+

m mR*

Dacia T, > 0, adicd J > mR¥d’' < g),[obtineml

: Srf1o 1.
a=-Z- g[1+ﬂ) T, -,M"’[_1+ (-—+—~”
c m vl e M

u:u:‘x I < mR2 trehuie pus 2 = D (a"—' g) sx atunci ecuat,ule stat EI "

mg — ZI‘1 = ma, . I'e = m;qR, o= eR

de¢ unds,

A r.;‘,I_;'-‘_--,:. : CT
=g BEme (T =0 Fig. 623

h) Pe o mus} orizontald sc afld un mesor de aja de masi m, raze r, R moment de inerie J
si .cocficient de frecare la lynecare. it.. De capitul firului se trage-cu o fortd F care face
unghiul o cu erizontaka (fig. 6.24). Sii'se calculeze acecleratia GM.

Rezolvare, Mosorul se poate-rostogoli dntr-un sens saun altul dupd cum suportul forlei ¥
trece de o parte sau de alta a punctului de contact C.

Feosa — Fy=ma; Fsine + N—mg=0; FR ~ Fr = Ie.

| F

--Fig..6.24

In cazul restogolirli fird lunecare, a = sR 51 obtmcm

a=£- cosa—rj‘R’F —F Ieuscc-{—er .

m 1+ IimR* d I 4 mRs



Goudifia de nealuneccare este evident F, < pN = ;.L(m_q - sma) Mosorul s¢ va rostogoli

spre - noi (@ > 0) dacd cosa > rfR. : St L Y
In cazul !uncc‘tru I", = uN (5i ¢ # eR) si ccu'l[;ulc smt; HPEE S

r cos o — y_N ma, Fsing + N— mg = 0, (J.NR I"r = Ie:.

de imde .

1R,=mg

. ‘-F T T ) .
a = —(cosa + wsine) — ug
m .

= ﬂ(mg — Fsineg) — Fr(lL

in sens invers (inapoi) (¢ < 0)-

. ¢} O tiji omogenid de lungime [ §i masi m .cste prinsi
‘Ia un capit printr-o articulajic de o axii verticald, intr-o
porzitic inclinati de unghi e, celdlalt capdt al-tijei fiind legat
printr-un fir orizontal de axi (fig. 6.23). 5S4 sc caleuleze forta

Rezolvare. Putem apiica formulele stabilife pentru rotatia

Fig. 6.25 fn jural axel fixe, dir aneori se aplicd direct ecuafiile :
N o N . _v’ —; _," B T . ". . .
r = S a dm=migy, sl M = S r X o dm. -+ (6.106)

S 1 apliciim ultima ccuafic fatid de articulagle (articilajia ideald hu di moment)

l ‘
., ‘ 2 : . L R I
mg -—sin o + Ticos ¢ = \reose -rsine -w*— dr = w— 5o cos o ml*w?,
2 I 4]
0
e unde
mi{ 2 - ’ -
T = ——(— w? sin & — g tg cc]. .
ol 3 R
Deoarece trebuic ¢a T > 0 {altlel tija se apropiec de axd), powilia din tigurd este posibild
3 ¢ 1 R o T o
pentru @' > — — =t

2 ! eosa

Lenafia F = Magn di .'(l“ig. 6.25) pe componente :

R, —T=— m---l--sinoc-cu*. R,—mg=0,
2 .
de unde
mif!
R, = - : wisine -+ gtge |, R, = myg.
Pentrt @ = e, R, dévine: N, = —— mgtge
4 i

Studiali eazul o < w,.

" Pentru g — 0 mosorul luneca spre noi (& > o wtuulu -58

= t PR
de reactiune R din avticulatie si tensiunea din {ir, elnd tija se
roteste cu viteza unghiulard « = const in jurul axei verticale. -

- —_ -~ :
Obscrvafic. Rewltanta foriclor aplicale I =S a dm = md,, si momentul fortelor aplicate

— et - —t . . H i r 5
M= ‘r % ¢ dm pot {i reduse mumai la rezuttanta I dar aplicatd in cenlrezl de escilafie O situat.

o

. . . 4) N .. .
la .distanla R = ——{ de la articulajie. In adevir,
. ~ 73

1 1 o
. F-R,cose = Msanm—sina-w -R,cosa=-—sna-cos« BHILALE
2 ‘ 3

2
de unde R, = -?1.

d) Un punct O al unei pKicl plane, care s¢ miged in plamel siu agezat orizontal, cste ]a un
moment dat fixat. Inainte de fixare vitezn punctului O era v, 51 viteza unghiulard o)u. 53 se
afle viteza unghiulard a placu imediat dupdt fixarea punctului O, cunescind raza de gralie Iy

a plicii fati de CA, d:st'm‘;a ,l?,J dintre O i CM,. s unghivl & dintre vo si O— GM (fig. 6.26).
Rezolvare. Aplicim ecaatnle (4 40) :

— o T ey . .. ) _
H = mAv,, si X = AS (fald de CM), (8.107)
unde in cazul nostru al ciecniriler:

K=3%rxH. (6.108)
E4

Inainte de {isare luim pe O drept polt
.—) - - —_
Veme = ¥p F W X I,
sivdopd fixare: - :
Fv’ém =0 X R,
Cele doudl ccuatii daut

- -3 - - — =
I = mAp,, = Mw — o) X Ry — mo,

K=— R, x H=LAo = I{t: — o)-
Faili de SC ales, avem pe componenie: . )
‘H, = — muycos oy, Hy = mB(o — ) — my, sin o,
K,= — OBy = L — ), (J,=mRy),

Fig. 6.27



de unde rezulfid«

v R, sin e . .
0=y (II,:—mu,,smm

R+ R 1 RIE ]

¢) Doud roti dinfate de raze R, momente de inertie I,,, i turatii n,,, avind axele de

rolalic paratele, sint Ia un moment dat cuplate, ca in Bigara 6.27. Sit se calculeze turatiile dupi
cuplare si cantitatea de cilldurid degajatii.

Rezolvare. Aplicim ecualia K= AJ in cazul nostru Ix. IAm. separat peniru [xecaro
roalil (considerdim n,  pozitive in sens trigonometric) :
— HR, = L{w] — o), — IR, = Ifw; — )
si condilia de cuplare:
o o By = — wi R
de unde rezultd s '

el Ry — nI R,

= — Rd, p; = 4, unde A = :
LR+ IR}
1 s r
@ =-— Lot +— Lol — — Lo — —- Lo} =
2 2 2
1 LI ‘
= a—— 9'—”(6}11{1 + B
2 LI+ LR

PROBLEME

6.1, Si se demonstreze formulele de maf jos pentru momentele de inertic fatd de un SG
cealral cu axa 0z = Ox; §i cu axele Oxy rotite cu unghiul o fafd de axele principale centrale
Oxx, (Iig. 6.28)1

Fig. 6.28

U?z-' x4 _ - . e

I, = I cos?a |- I;sin*a, I,,,, = I;sin®*« + I, cos2 B I., =1I,; ‘
I, =l — I)sinocose, I,, =0, I, =0. ' (6.109)

6.2, O placd subjire omogeni dreptunghlulard se roteste in jural unei laturi ale sale ase-
zate vertical. Ficcare element de suprafafd.al plicil Intimpini din partea acrului o for{i do
rezistentd proportionald cu aria clementului i cu patratul vitezel sale.. Cunoscind turatia inifiald
n, = 10,0 rot /s a plicii si timpul + = 1,00 s dupa care aceasti turafle s¢ reduce la julriitate.
s se¢ calculeze numiirul de fure cfectuate de placd in timpul acesta 1. :

, R
Ty 2% = e 2 = 6,9 rot.
woley — 1 [

B. N=

S e

§.3. O bjit subjire omogendi de lungime [ 5i masit m se roteste intr-un plan orizontal in
Jurut unui capit fix (lig, 6.29). 51 se afle rezultanta Fa fortelor 'lplicate tuel. in momentul ¢ind
viteza unghiulard a tijel este o §i aceeleratia unghiulard e, -

. F,:—l-msl,F., =—1-m¢>2!,F=?mI\/m‘ + &%,
2 2 :

&

2 «
aplicati in centrul de oscilalie situat 1a distanta—-—‘g—‘ I de capit.

6.4, O Lijisubtire om>geni se poate rotiliber intr-un plan vertical i jurul une articulayit
care imparte tija in segmente de lungime a, b Tija este rotitd uniform cu viteza unghiulard o

o \
._ﬁo L )

CM o'

-

Fig. 6.29 Co . Fig. 6.30

in jurul unei axe verticale frocind prin articulatie (fig. 6.30), Si se caleuleze unghiul cu care
deviazd tiju de la pozifia verticald. ’
3 a~— b
1. cosa=_';q.____- -
. 2 @tat-ab4 bt

6.3, Un dise subl;lrc omor“eu derazd R s m'lsa ni se roteste um[orm cu viteza unghiulard e
ncjurnl” uitel axe verticale centrale care iacc unghiul & cu normala la dlSC S is0 c'llnulcre me-
anentul cuplului ‘rezuitant al fortelor’ exercitate de a\ﬁ asupra (IlSCul'l.ll )

m . .
. M = —nlt*cos sc-n % m, n — versorul normalei la dise.

6.5. Un om de¢ masim se afld pe un dise orizontal care se poate roti liber In jurul axet
sale verticale fixe, avind momentul de Inertie 1. Inijial sistemul este in repaus, apol onul. incepe
s meargd pe dise.cu viteza constanti u fald de disc pe.o circumferintd de raziv R. -S4 sc afles
4y turatia n.a discului; b} deplasarea junghiuiard 8,a omului falia;de pamint la-o turd com-

Ppletd po disc; e) forh I‘ c\crmtati de om as'lpra dlst.u]m

u 1 . : 27"

Rayn=——>— b} 0h =— i) componenta vertlcald &, = —mg,
R 1+ Ime2 ) 14 mR*I - S
‘ mu? 1
sar cea radiali [ = -—l—j_-——— s

‘R (L 4-mReIy



6.7, O.tijd sublire omogendl de lungime 7 s¢ poate roti liber in spatin in jurul nnui eapit
-al slu fixat intr-o articulatic. Se aduce tija in pozific orizontald sii se imprima o vitezd unghiuo-
larit inifiald ¢, In planul orizontal. Si se afle unghiul minim pe care-l Iace Lija cu verticala in
timpul migedrii.

R. coso, =}b* + 1 — b, unde b = iw?0g.

6.8. O tiji sublire omogenii §i uniformi, sub formd de arc de cerc (de razii I, este sus-
pendatii [a m:jloc pe un cai bitut in perete. 83 se aflc perioada nnc1101 oscilatii in planul vertical
parialel eu perctele,

R 7= 2—1/-?]— (independent de Jungimea arenlui de cerc).

6.9. O bard sublire omogend $i unifcrmi de lungime ! este suspendabit Ia distania =z de
centrul harvei peun cui bitut in perete. Care este perivada minimi 2 micilor eseilalii in planul
vertical p.ua]el cu pcrctcl«., :

{ {
- pentiu a:,,‘_— (raza de inerfie).
473 2¥3

6.10, Sd. se '11'1[:0 ¢it perioada escilatiilor unui pendul fIZlC nn se schimbi dacii in centrul
de oscilatie, se 'uhu-ra o masi punctiformi arbitrard. Si seaflela ce chstanl,fl R, de CA al pen-
dululiti de masi m <'.1 moment de inertie central I, trebuic si trc'u i axa de rotatic penlru ca
pcl‘w'uh oscilatiilor mici si [ie minimi.

R. R, = ]/Io,im —raza de Ulfﬂlc m[- (!c 'l\'l ccntm!.a pqmrcm (u -na cc 1ot1;1e

G,11, Peste uu su:pcl.c de masi m, nmoment de ineriic I tu razit It este infisurat un fir.
Un eapiit al fivului este prins de tavan, iar celitalt ave atirnat in’ cmp de masi M. 53 sc alle
acceleralin cu earc coboardl scripetele si tensiunile din fire. -

- . - - Pz- . -.', .' . . . N :
R oa= I e gy ML
I+ mRi? I+ mni:

6.12. Peste un szripete ideal, care s¢ rokeste in jurul axeisale-orizoniale fixe, este trecut
un fir. De un capit af firnlui este legat un corp de masi m, iar celdlalt cﬁp:at este iafisurat
pe un alt scripele de accengl masd m, de razil Jt si de moment de inerlie 1. a} S4 se calculeze
acceleralia acestui din urini sdmpctc sl tcnsaunea (hn fir. hy Cit devine accqsta .1cchcr‘1;m daci
ecorpul m de la celdlall cap‘lt al firalui se dezlcﬂgl $1 In, Iocu] s se ngc in jos cu o forid
eg1ld en grevtatea cm'pulil: (lczlc tat (mJ) ?

Woa} =l T;';_Lif’__- b) a=d.
_71 + 2IjmR? 1+ mR*]QI

-6,13, Un cilindru omogen rigid de masii n = 2,0 kg sirazd Jt = 4,0 em, edruia i s¢’ mprimi
‘0 turafie n = 15,0 rot s, este asezat pe o masi orizontald rigidd cuw coeficientul de frecare la
lunezare p, == §,10 5i lisat Iiber. 5% se afle s'a) ‘dupil cit timp miscarea ¢ilindrrhui trece in rostogo-
fire Lard Junecare ; h) cite rotatii efectueazd cilindrul In acest timp ;ie} citd ciidurd se degaji
ln acest timp ; ) cc miscare si ce turatle are cilindrul dupd acest timp.

znR |  qma , 2 '
. 'l) = w-gf--— = 1,57 %; IJ) N = 4-:]1—11? = 15,7 rot ;('} Q= -i-;'.':"‘n’mR2 =71J;
3y . Ypg :

d) rostegalive uniformd cu turatia n° = nj3 =.5 rot/s.

6,14, Pe un disc omogen de masim sirazi' R
este lnfdsurat un fir intins orizontal ca in figura 6.31-
(firul nu freacd de masi), apoi trecut peste un seripete

idedl si legat la capit de mn corp de masi M., Si s¢

calculeze: forfa de frecare, tensiumea din fir, accele- Tf’
ratia discului (se di coeficientul defrecare la lunecare ). '
R. a) In cazul nealuneedrii, totul va fi In repaus ; S o
Csau 1‘05I:0n'0!1!'c . uniformi si AL i repaus. . o ‘
a_O T--Mg. F,-—I’—Ug, w> Mim . B P M
) in cazul lunecirii; " Fig. 6.31 '
{+8, M- o o0 M—um ) Jf'—s-'-m
T:i\[gﬁ'ﬁ—,a: H—Ff.{.]}..,sz =7, _..._...-—-!L—- =3y ——-"-
. 14 3Mim o m+3M R m+d\I . m+‘3\1_

G 13. Pc un plan inclinat de unghi o se rostogoleste liber In jos umn corp rotund omeogen
(cilindru sau sferf) de masd m, razd R si moment de inertic central. 1. Sise afle: ay forta de
frecare si coeficlentul de frecare la lunecare.minim necesar-pentru ca.corpul si nu lunece, b) ac-
celerafia GM ; e) acceloralia unghiulard ; ¢) distanfa axei instantance de rotatie pind la CM,

mgsing

P Holie Jr e _, conditia de nealunceare : tga<<p{l-+mni2{I).
1. In cazul nealunecirii: I, 1 + mRe1
= I80E 4R, R, = R.
14+I/mRe

In cazul lunecarii: F, = pmgcos u, a = g{sina — pcos a). g = p.m_r]Rcos afl. R, =
= afe = I{tge — w)fumR. .

G.16. Un corp rotund omogen (sferd, cilindru) de masl m, razi. R si moment de inerjie I
este ayezaty; cu'coelicientul de [recare la lunecare @, pe o scindurd de masi m’, agezatd la rindul
¢i pe o masi fixd eu coclicientu! de frecare la lunecare w0’ Scindura este Lrasit orizontal cu o
for{d £ astlel incit luneci pe masi. SA se calculeze : a) forfa de frecare dintre corp $i scinduri
si condilia de nealunceare 2 corpului pe seindurd ; ) acceleratiile scindurif 51 corpului ; e} acce-
leratina unghiulari a corpulul; d} pozilia axei instantance de rotatie a corpului.

F — pm + m)g » Fp<<pmg:

R. 1) In cazul nealunceird, F,=
. U+ mRDwm

W) = Fm @ = EL+mRD; 0. = FyRiI; Q) R, = IjmR,
m

2

1 , .
In cazul lunecdirli* a) Fy=umyg; W a=pHh = v [F — w'(m 4 m)g — umg] s

) g=pmgRiI; 4y Ry=I/mR.

“§.17. Pe ‘o masi orizontald este agezati vertical o m’cA halterd - .T_'_.___E_
formatd din doud-bile mici identice, legite printr-o tiji-subtire de - BN T Lo Ve
masi neglijabild, avind distanja ! intre ele. Bilei supericare i se - . | SR -

jmprimi la un moment dat, printr-o loviturd, o vitezi ini}ial#t
orizontald ¢ (fig. 6.32). a) Cit trebuic s fie aceastd vitezd pentru ‘
ca bila inferioard si se desprindd imediat de masi ? b) Git trebule ‘ .

sii fie aceastd vitezd pentru ca blla infericard si se desprindd imediat
de mas:l $i imltcm sil cadi apei pe masd in pozane orlzontalii ?

T [T S,
R. o) p>V2ig W !’=',;"V19>V2!5'-



6.18. Un om fine in mind de un capit o tiji subjire uniformi_de Iung,uue 1. Lo ce distanld
de mind trebuie Iowta tija pcntru cn omul sit nu mmta lov:tma ? ) :

. -537! — Jungimea redusii.a péndulului fizic (in_ccntrul de oscilatie).

 6.19. O placi plani se afli in repavs in planul erizental. Raza de g"l'ﬂtic a plicii in raport
e 'GAL “este R,. Se aplicil plieii un impuls orizental cu brajul b fald de CM. 'S4 se afle pozitia
centrului mstantqncu de rotatic dupd lovirce. Undé trebuie [ixat, imeqiat dupi accasls, un punck
al pliicii pentru ca_ea sit-se opreasci ? U
R. fn centrul de oscilatie O situat la distania R;b de CM pe linia perpcn d (u}’n i pe il
fn O care, reciproc, cstc centrul de oscilajic fald de.0" (fig. 6.33). :

6.20. O Dhard neuniformi dc masi M se poate roti Liber fn jurul unei ar txcutatii Ja copdlul
superior, La distania & de la articulatie, ex este lovitii perpendicular de ungleny de masia m,
care rimine infipt In bari: Stiind unghinl maxim e de deviere a harel. dislania J% 2 CM al
barei pinitla 'utluxhtm s momeutul de mclhc I [‘114 e ar t;cul'mc. sd st afle vilera- "lcnluhu

ERSPE

n ov= ')s-n.— ]/J(h + MR ,’m) (1+ I]mh)

Fig. a3 T Fig. 6.34

.21, De un stilp eilindric vertieal de razi R este prins un fir de lunghme { (in planvl
orimnt’l[) avind la capit o bili (fig. 6.34). I se imprimdi bilei o vilezd orizontali v perpendicular
pe fir. \cwh]ind frécdrile, sd seafle dupd cit timp bila 16v cr.tc slilpul

]
‘ 2R : SR e T

6.22. Un disc omogen de razi R, linut orizontal si'pus in relalie sn jurul axel sale ver-
ticale cu viteza unghiulari e este agezat pe-un plan orizontal. Cunoscind cacnc:cntul de frecare
1a lunceare e; considerind ¢i presiunea c\crextatﬁ dc d.sc pc plan cstc uni{arnh . sl’t 5¢ aflc
dupi cit tunp “discul se va opm : T :

P TR

B = 3@1{,’{1;},9. : ) .
G L T

6.23, Un pcndul conic este’ fornmt dintr-o b J’i sublire amu;,cnﬁ te lu\.gxme I rare ‘se Totesle

In jurul ax:i vértieale cu viteza un"h;ular:i [ (cap.ztm snpm fer-éste prms fnitr-o arlxcul'tf,ief.u N

freciri). 84 se afle wnghlul 0 dintre tiji i axn veiticsld. . -

R cos0 = ig;"m 1.

_ CAPITOLUL 7
STATICA SOLIDULUI RIGID

Statica studiazi echilibrul corpurilor sub actiunea [orlelor. Vom ariita
cd in cazul solidului rigid toate forlele aplicate pot fi 1eduse !a 0 sm'fura fml‘a
si la un cup]u.

71 STATICA PUNCTULUI MATERIAL

Pentlu ecluhbml punctulm maLenal este necesm Eil :,uflcwnL ca Iezu]hmta
tuturor fmtelor aphcate si fie nuli:

S F_xF -0 (1)
sau pe componente ' -
F Ersx—o Fy:EFsyzoé I"z:EFﬁZ:O' (71’)
3 5

in acest caz, conform legii fundamentale a dinamicii :

— — — — ’
'ma’fF 0, a =10, v = const, - {7.2)
si dacl uutw.l parhcuh era in repaus, ea va rimine §i mai dcpm te in repaus.
Gralic, poligonul for felor ‘trebuie si fie inchis.
In cazuri particulare ‘cele tre1 conditii de echilibru se pot reduce la doud
(forte in plan) sau la una singuri (fo:!e pe aceeasi dreaptil supor ).

7.2, DEPLASAREA FORTEI

_a) Pentru sohdul ngul f()l‘t'l po'\Le fi deplasald dﬂ a qudul drepte1 supml
adici este un vector glisant (aluneciitor) (P. Varignon). Aceasta este echi-
valent cu introducerea sau suprimarea’ unui sistem de doud forte cgale:in



modul si de seusuri opuse, situale pe aceeasi dreapld, ceea ce nu schimbii co
nimic starea rigidului, decarece acesta este nedeformedil.

Introducem in punctul B3 un sistem idenfic nul de doud forle egale in

: : Fr =) o T e g

modul si de sensuri opuse (F', —I) en | '] =] I | (lig. 7.1). Fortele I,— I

ni au nici un efect asupra solidului rigid si pot i suprimate, astfel ineil ra-

— -
mine forta I, adicd rezultatyl deplasirii fortei I7 din 4 in B.

Fig. 7.1 - : .+, TigTZ.

in cazul cmpunlol defnrm'lhllL forta nu poate f1 dnplasatd pe bLlpOlLlll
siu, fiindea astfe! ar produce alle efecte de deformare (de exemplu, o barid
fmpinsit la un capiit sau frasd cu aceeast fortd d: celalall capit).

by O fortd poate [i deplasati paralel en ea insasi (adicé cchtpo!cnt) dar
atanci apare si un cuplu de forle, adici doud forle })dldIL e, cgale in modul
st d: sensuri opuse (fig. 7.2). in adevir, intredicem: in 3-un sistem identic

nul ds doud for{e egale in modul si de sensuri opuse. (I' -F'_) cu | F | =1 1'
Atunei for[,a F din A apare d(,phsam in I3, anume ~ " dar apare un cuplu

de forte (1' — ).
¢) Afomenful unui cuplu d= forle fatd de orice punct din spatiu este acelasi
(fig. 7.3). deci este o proprietate infrirsecd a cuplului:

— - —_ — — — — — — — — — -
Mer R Fdre X(—1) = {1y — 1) X =1y X o= — :'U‘x(m« I, (7.3)

Fig. 7.3

Vectorul M este peipendlcular pe planul (F F) 5i are mcd.llu_! :

M—rrosma_rb L 5 (14)‘_

unde b este. braful cupa’uluf adici dislanta dintre supoltdule ce101 (Ioua farte..

Cuplul (11 " N din fzﬂum 7. 2 geuent de deplasarea forlei T din A in B
—_— —r
( o =AB) are | momentul 1‘0 K{— P )= I‘ﬂ X I
d) I‘o:t't 1' dm A in figara 7.2 are fata de pun(,Lul B acclasl nroment

—ra X F =1y % ( F’) ca si cuplul generat (I'~ ——I"} Emla F' avind moment
nul fatd-de B '

Prin dep]‘lsaie‘l unei Iolle ¥ din punctul pit 111[1 uin punct B cu \edonl]

—
ry = AB (fig. 7.4) momentul ei fala d(, un pol oare-

-
care P se schimbid cu F

-7 R
AM =17 % Frer ®x F =
o ._ -} —F ey = — — -
. =1 —nNxF=rnxF =r xF, (7.0)
adicd minus momentnl cuplului generat prin depla-
sared-fortei sau minus- momentul fortet inifiale fata -
de ‘noul punct. Prin- urmare, dacd deplasim echi-

-3 - . . -
polen{ o forfd I cu segmeniul ro, (rebuie sd intro- Fig. 7.4

v I '
ducem un cuplu compensafor M = — r, X F eqa! cu momentul forfei iniliale

fald de noul puncl (moment care s-ar pierde prin deplasarea forfet in acel
punct},

7.3. COMPUNEREA FORTELOR PARALELE

Introducem doui lorle f, ——[ egale in modul i de sensuri opuse in A,
respectiv. B, pe care le compunem cu fortele date. Obtinem dou# forle con-

;culenie pe care 51,1m $i le compuncm dupit tcgula pamlelotrramvim (hﬂ 7.5).

e
Fig. 15 ‘
‘Din ,asemiinarea -triunghiurilor rezulti :
A L R Fiby = [-PO; X by = f-PO, .
b, . PO by -PO,-" o



d ¢ unde _ ‘ _ ‘ .
F = F, + Fa, Fi b = F,b, san Fi[F, = b,/by, (7.6}

. y o, ,
adica conditia ca momentele celor doud forte I;,; fatd de un punct (0) de pe
suportul rezultantei sa fie egale in modul si opuse ca sens (dind momant rezul-
gant nul, ca si reznltanta lor). Rezultanta este egalda cu suma forfelor I =
= F, + F,, este paraleli cu forfele date.si situatd la” distantele b, . (7.6) de
fortele date, mai aproape de forta mai mare. .

1E] —— e —
z;f N ,l 5\\\
{ N ’f -
H ~ b [
1 A |
, , ]
14 b A - < L
’ h
£ o F, ‘
Fig. 7.6

O constructie analogi pentru forle antiparalele (diferite’ in modul) ne
di rezultanta F = | I, — F, |, paraleld cu fortele date si situatd la distanfele
&, (7.6) de fortele date, dar in afara segmentului A B, dz partea fortei mak
smari si in sensul fortei mai mari (fig. 7.6 5 b, » din figura nu sint chiar distan-
tele dintre forfe, dar sint proporiionale cu ele si deci (7.0) este valabil).

Dacd F, = F, avem un cuplu cu rezultanta nulid, aruncati la infinit.

O demonstratic mai rapidi §i mai directd sc obline dzplasind echipolent
fortele date (conform vegulii stabilite) in punetul 0, definit prin raportul dis-
tautelor sale b, pinala forfele date, astfel ca Inb, = F.b; (interior sau exte-
vier segmentului AB dupi cum forfele sint paralele sau antiparalele) si com-
punind forlele in acest punct 0. Cuphuile gznerate prin deplasarea fortelor
se anihileazi reciproc tocmai datoritd conditiei impuse Fyb, = Fyby.

7.4. COMPUNEREA CUPLURILOR

Un cuplu dat, d2 moment M, poate fi transformat in cazul rigidelor in

oricare alt cuplu de momant echipolent cu M. Cu alte cuvinte, cuplul poate
{i deplasat oricum in planul sfia sau fntr-un alt plan paralel si poate fi schim-
‘pat bratul cuplului s himbind ins# in raport invers fortele, astfel ca vectorul

= ) 3 - . .
moment M si rimind acelasi. Prin urmare (Louis Poinsot 1304) :

. Penfru rigide un cuplw de forfe esle complel caraclerizaf de momeninl siu
M consideral vector liber.

—

O ilustrare este datd in figura 7.7.

Fig. 1.7

Cuplarile se compun prin adunarea vecloriald a momenielor lor, conside-
rale vectort liberi.

In adevar, dact doudi cupluri sint in plane paralele, deci i momentele
Tor sint paralele, 1i aducem in acelasi plan, i transformim ca s aibi acelagi
braf si adunim (sau scidm) forlele, - ‘
atunei se adund (sau sc scad) si mo-
mentele lor:

I =F, 4+ F., Fb=Fb 4+ F.b,
M = M, & M..

Daci cele doud cupluri sint
in plane secanfe, ii transformiim si

aiba aceleasi forfe, aducem forjele
opuse pe linia de intersectie a pla- |
nelor, unde ele se vor anula (punclul
C, fig. 7.8) si ramine ctiplul din A,
B. Triunghiuvile ABC si CMA,
sinl asemenea, decarece au un unghi




egal ‘¥ ABC =

¥ GM,M (aun laturi perpendicnlare) cuprins intre latluri pro-
portionale : B

CM, = bF = AC-F, MM = b,F = CB-F.
Rezultid cii si latura a treia :

— —

M =M M| =AB-I' = I
si este perpendicularit pe A B, deci momentul cuplului-rezultanl esle in adevir
suma vectorialdl a momentelor cupluriler componente. ‘

7.5. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORTE

7.5.1. REDUCEREA |

Alegem un punct arbitrar O, numit punel (cenfru) de reducere scu pol.
Deplasam echipolent toate fortele in acesl punct -~ atunci apar si Luphm
respective. Problema s-a redus astfel la- compunerea forfelor concurente in
punctul 0, conform regulii paralelcgramului, st la compunerea cuplurilor
respective, ‘1(11(::1 la compunerea momentélor lor, tot dupdt regula paralelo-
gramului (fig. 7.9). Momentul oriciirui cuplt generat este Ggal cu moment ui

forfei respecu\e fal,a ‘de pol- ‘
¥ SF, J‘}_ SN, =X % F. (7.7)

N = . A
Teovemii : Un sisfem ardifrar de for{e F, aplicate unui rigid se reduce, in raport

- : e TP s L oiua . o
cw un anumii pol, la o rezullanid 1* = ¥ F, aplicaldin pol, si la un cuplu «l cdrui

momenl '\I este egal o suma momen[elm f’or!elor fajd de pol M":Zﬂi';#:
=3, % Fi. ST S .
 Daci acum reprezentim cuplul M prin célt_z doud forle i;c;tfcl_ ca una din
ele s fie aplical¥ in pol si o compunem acolo eu rezultanta I, reducem astic]
sistemul numai la doud forfe: - ‘ R

Un sistem arbiirar de forle aplicele nnui H(]I(l se reduce fie I un cuplu (doud
forle rmlapamlcle) fie la doud forie strimbe in spafiu (nepamlele) dinire care
una aplicald tn polul ales si avind o direclie aleasd.

7.5.2. INVARIANTII

Mirimea rezultantei cste indepeudentfy de alegerea polului:

Rezultanta se deplaseazd echipolent i noul pol.

Cuplul insi se schimbi, deoarece deplasind 1e7u]huta in noul pol O
va apiirea un cuplu suphmenL'u dupi cum ‘%llill (fig. 7 IO) :

'ku" z: xr HZ(I e — 1) X I

JImI‘[,XI : (78):.
'ldxca exact momentul rezultantei din v cchml
pol O fald de noul pol 0' {in:concordanli cu
regula d“phsmu [esrlei). ,
Momonlul nu se schimbi dacit polul
se  depliseazi  pe - suportul  rezultantei

LT T
{atundi ry j F).
Dacd rezullania esle nuld, momentul esle independent de alegerea polului
st sislemul se redure numai la un cuplu

TFig. 7.10

Inmultind smlnu {(7.8) cu I' rezul i [{produsul veetorial mlxt cste nul,
daci doi veclori sint egali sau paraleli) : :

FAl = FM = FM co‘;(I‘ M) - FM cos(lf,JI)

Co M = My ==invar, 7 SR 9)
proicclia “momentului pc foria rezultanti esle mdepcndentu de alegerea polului
(cnmponcnw langztudma[u a momen{ului esie un invariant sau produsul scalar

7 M-este un invariant).

~Componenta Ltansxelsa!a a momentului, perpendiculard pe forta rezul-
tanta, se schimbi. prin deplasarea polului.

7:5.3. AXA CENTRALA

Pulem alege .lotd :auna polul astfel ea si anulim componenta trans-
versald . a momentulm, ([(3(:1 ca momentul rezultant si fie pamlel cu forta
rezultanta.. e :

Teoremi, Stsiemul de forle aphcatc unui rigid se paaic reduce loideauna
ld o rezullantd si un cuplu situal in planul perpendicular pe rezalianid, ad:ca
cu momenf paralel cu rezultanti, ;

Dreapta siport a 1ezultaute1 s¢ numeste in acest caz ara ceniralu a siste-
mului de forfe. S

I adevir, daca U nu este paralel cu I' aletrem drept pol, de exemplu,
punctul . L o

AL TFxAam T mao



=
Atunm, couform tui (7.8), noul momenL M~ va. fl

1[ ——BI—“I he

R o

1=
=M —(F % K=
i

—_

M Fx Fxd) =M+ — R - M = 7.11
F e (I %) 2 ( ) (7.11)

ﬁll—l'(l' M), p'ualcl .cu ]f
1
adicd in adevir, noul moman este pala[el cu F - e :
" Prin urmare, printr-o deplasare paraleld 'IdBC\"lt..l a rezultantei puttm
totdeauna anula componenLa fransversald a momentului rezultant, compo-
nenla longitudinald fiind insd invariantd.

Consideratiile dz mai sus privind reducerea unui sistem de forfe aplicate

rigldulm la o rezultanti si un cuplu seam#ini cu consideratiile prwmd Tedu--

cerea migcdrii unui rigid fa o Jotatle si o-translatie, adica 1educ91e'1 \}teaelnr
la o vitezi de rotalie (unghmlam) o sl o vitezd de tlanslane vu. For La r concs-

punde vitezei unghm]:ue co jiar cuplul M cmespunde vitezei de tlanslalle uo
(vom vedea mai tirziu ¢t un cuplu de rotatlii este echivalent cu o tlanslai,lc)

#.5.4. TEOREMA LUI P. VARIGNON (1725).

Momentul in raport cu un pol oarecarc: al rezultantei unui sistem de
forte cotnicurente este egal cu suma \ectouald a momenLelm fo1 Lelm compo-
nente fatd de pol

Io e EI"HEIO X F
- Aplieatii. «) st[em de forfe confinufe in plan. Daci rezultanta este nuli,
smLemul este echlvalent cu un cuplu Alerrmd polul in plan, momentul rezul-

tant va fi perpendicular pe
‘plan, si daci rezultanta (con-

. putem . deplasa convenabil ca
‘sd-anulim momentul (care ¢
iransversal), deci in acesl caz
sistemul esie echivalen! cu o fortd
refultanid situatd pe o anumild
dreapld — axit centraki. Mo-

acel .punct... S .
Observajii. 1. Cazul plan poate
fi tratat clemeniar, compunind for-

:gramului, fiind necesara pentru aceas-

Fig. 7.11

tul lor.

‘De-exemplu, in fgira 7.11, compunem for;ele 1“1, I' dcplasindu-lc pc suportunlc Ior pind
In punctul lor de intersectic: f —}-I;, -—I‘” Apm compunem I‘,, cu 1'5. dcplasindu-lc e
suporturile lor pinﬁ in punctul de intersect.u I-H + Ir = Il,, s.a.m.d. Pind la urm& objinem
o rezultantd F ZF situats pc un anumit suport — —aza cenirald a sistemului plan de ferie.

tinuid in plan) nu‘e nunld, o

- mentul rezultant faii de orice.
punct este 'de fapt momentul.
acestei rezultante unice fati de.

{ele succesiv dupll- regula® paralelo-

ta doar deplasarca 1'01l,clor pe supor-.

Reciproc, erice forld poate fi descompusd dupit oriclle dir c\,Lu date, coplamre cu ea, procedind
invers ca mai sus.
2, Forta rezultanti a unm sxstem de Ior{.e pl'mc (pnt {i $l fortc pqralc[c) se pmtc ohtm
prin metoda poligonulai funicular,:
54 comsiderdm pentru ilustrare cazul a trei forte (fig. 7.12), Construim poligonul for{elor
{fig. 7.12, b). Pentru a afla axa centrald sau suportul rezultantel, ducem dintr-un pob arbi-

Fig. 7.12

trar ¢ ,raze” cave si-l uneascd cu originea si extremilatea ficedrei fmi,c dm pol:gonul forjelor

{tig. 7.12. b). Apol printr-un punzt arbitrar de pc “supoertul primei forie 1" ducem o paraleld
la prmn WErzl® e 51 o puwaleli da razy 1—2 pini'la interseclia acesteia dm urmi en buportul

~ Torfel FE. Dn acest punst ducem o paralelil la raza 2—3 pinila mtp_rsectla suportulut fortei I‘3

si asa mal depavte pind la. intersestia suportului ultimei forfe. Din acest ultim punct ducen
o paraleld la ultima razi . Lo intersezfia primai raze « cu ultima ¢ gisim un punct -al rezul-
fantei sau al axei centrale. . .

in adevir, fiezare forlid este diferenia vestoriali a celor doud raze. Trasindu-le pe laturile
poligoauiui funicular, aceste raze se reduc doud ecite doud (fiind opuse si pe’acelasi suport)
afara de razele extreme o $i @, care dau rezultanta.

Daci s'stemud da forie este in echilibrn (rezultantd nuld si moment rcmltant nul), atunci
polignnul leLclor s¢ Inehide §i poligonul funicular se inchide (r'lzcle & 5l w coincid).

Dacd sistemnul de forfe se reduce la un cupm, poligonul fortelor s¢ inchide, iar pnl.ng,onul
funicular rimine deselits : cele donil raze extreme « si o vor fi pqrache distincte.

by Sistem de forle paralele in spafiv. Rezultanta are aceeasi direclie cu
Torlele (care pol fi paralele sau antiparalele). Momentele sint perpendicu-
lare pe forle, deei conlinute in planul peipendlculal pe rezultanti. Sistemul
se reduce fie 1a un cuplu dach rezultanta este nuli, ficla o rezultantd sitnata
pe o dlmpta deLeI minati — axa cenirald, paraleld cu ducclla l'or;c]or date
{v. compinerea for relor palalele) Momentul rezuitant fati de orice punct este
de fapt momentul acestei forteunice fati Cde acel punct. In particular; oblinem
regulile cunoscute de: compunere a doudl forte paralelé (sau. antiparalele).



Mai mult, un sistem de for{e paralele in spafiu (cu rezultanld nenald) admife

un centrn al forfelor paralele, in sensul ci rotind Iintregul sistem de forte
paralele rezultanta (sau axa centrald) trece printr-un puncl fiz, definit prin
\'cctcnui de ponlle°

= 1 .7 . . )
fe ::_I‘_E!‘I;r.f;: (1‘ == EI'I;)s B (7'12)

undza 7‘1 sin vectorii dz pozilie ai [orlclor, iar '_I—:‘,_ =I‘kn (I == 4 | R k)
undz 1 este un versor ales pe direclia lorfclor paralete (fig. 7.13) (centrul se
schimbi dacd forfele sint dzplasate de-a lungul suporturilor lor).

In adzvar, momentul vezultant al fortelor 'p'ara]elc

—* g
g X I, }_ﬂ,v ® F,,n ~.Elv,,r,_ >< 11

trebuie si fic uIcnllc cu momentul 1e/,ult'1ntu aplicate in centrul for{elor r,

{7.12) .
T X IT =1y X o= Fr, o on,
indzpendent 4> .d,‘irccl,ia sistemului dz forle ‘paralele, adicii independent de

N
versorul directiei lor, n:

— — —_
»F r,, X n _I< . K N osau (e — Fr) xn =0,

Fig. 713 o Fig. 714

cee’1 ce, in \ntutea dd‘;milcl (f ]‘)) osle 111 ddeval \alalnl penllu m:ca dnec,i}e

n ’l fortelor p'ualele :  - T

’ .
111 particular, forfelc. de qrcu[ulc (ldll 0 iezultauta bine d(,lelmumm &
care irece prin eenfrul de greufefe {coincide.cu cenlrul de masii) Jm, asa_cune

l-am definit (fig. 7.14): In adevir, pentru orice-orienlare a‘lui g,r,-=nmmentub

1c7ulLa11Lm mr] Llehmc 58 Eu, eml cu mome ntul 1cm1tanL al Emiclm de greu-
{ate paralele elementare :

—.

— - . L — — e [
Fem X mg:S rx gdm sau {nrgy, ——S rdm) X g =0,

N S B N TR R IE A
ceen ce cste.adeviirat pentru orice oriendave:a Jui g, datoritd deflinitiei lui rop,.

' 7.6. CONDITIHLE DE ECHILIBRU

Miscarea rigidului se descompune in miscarea de Lranslalic a centrului

— -
de masi sub actiunga rezultantei fortelor aplicate (I = md,y) si intr-o miseare
de :othLie in jllI‘lll unei axe treeind prin CM sub acliunea momentului 101ultant

(M, _dS,dt) Penlru a nu produce miscarea de translalie a centrului de
masi, rezullantd {uluror for{elor trébuie sd [w nuld. Penrtru a nu produce
rotatia rigidului in ;mul centrului de ‘masii, momentul :c-ullanl ul Iulumr
forlu‘m aphcaic ir chme s fw mrl

¥ :5‘_,1",, =0 =23f‘,.221“,. X I =0, e (7.13)
s ) s $ )
Observam cft desi rezultanta si momentlul rezultant al forlelor inferne
sint totdeauna nule, totusi la corpurile deformabile sistemul fortelor inierne
nu esfe in general -in echilibru ! CL
Scrise pe compoucnte intr-un SC orlogonnf (polul este in originca siste-
mului de COOldOH’It(‘) ceualiile \eclormlc (7. 13) dau :

F, = E I'w:—- 0, -"J.?: :'ZA{M == E(H& 'ss — ’”3F-w) = 0’
Fz} =EFQy:O"
P &

Fz = E Fsz = 0:

My--'-e ww :z(& e ) =0, (7.
L ﬁbuvz - L(l oy — UeF.) = 0.7 :

Momenlele pot [i luate nu numai fala dc C\I ei fald de orice punci, intru-
eIt tn virtutea primei condiii (rezultantd nuti F == () momentul rezultant nu
va depinde de alegorea polulm

Prin urmare, avem in qeneral 6 condilii universale de echilibru pcnim un
solid ugzd 3 pentru forfa rezultanti si ‘3 pentru momentul rezultant.

Pentru a serie condiliile, de echilibru, jzoldm mintal ri idul .de mediul
sau st 101):0/0:1L1111 toale f{nle]e care aclloncd?a asupra sa din parlea mediului
sau exterior, adicd Leliberdm’ ilgldul de legaturi® dar introducind reactiunile
corespunzitoare ale legiturilor. Pentru rigidul ,liber” aslfel oblinut, adici
eliberat de legiituri dar supus la forlele de reaciiune ale legéturilor, scriem
condiliile universale de echilibru. ' '

In cazuri particulare, numirul condiliilor de echilibru se poate reduce.
Astfel, (1&(:‘1 toate {ortele sint conlmute intr-un plan, avem 2 condilii pentru
foria rezultantd si 1 condilic pentru momentul rezultant, deci in total 3 condifii.



Daci forfele sint concurente in spatin, avem iariisi numai 3 condilii pentru
rezultanti, si daci sint concurente in plan — numai 2 condifii penlru rezul-
tanta.

Dacé fortele sint paralele in spafiu, avem 3 condilii : 1 pentru rezullanii
si 2 pentru moment.

Exemplu. O seard uniformil este sprijiniti de un perete. Cunoscind coelicientii de frecare
cu podeaun 1, st c peretele ., si se determine unghiul ¢ dintre séardt si podea in mmomentul
limjtd cind scara Incepe si lunece (fig. 7.13).

Rezolvare, Considerim cazul lmitli, adicd exact pozi-
tia eind searn ineepe si lunece, atunci feriele de frecare de-
2o, ' vin cele ariitate in figura 7.15 (F, = pN) st avem

Ny N; = 0, poNs — G+ N, =

I - . R Ll b
G— cose, — Nylsing — peNolcosg= 0.
2 Lo .

[(foriele de f:ccaic nu (hu momcnt fafd de originea O),
_de uade lcmlt.x ' S

tax = s
¥ 2y,
My Hf .. -
independent de masa §i lnngimea scdrii.

Fig. 715 -

7.7. REDUCEREA ,FORTELOR DE INERTIE

Si reducem la o rezultantdi si un cuplu ,flortele” m, d.

Deocarcee vezultanta forielor interne esle nuldi §i momentul rezultant
al forlelor interne fald de orice pol este nul, sistemul de forte externe aphc'lte
rigidului se reduce hla de orice pol Inlr-un SRR mertml exact 1‘1 aceeasi rezul-

tanti si acelasi cuplu (moment) ca si ,,f01 tele” m, a,, (fatd de acelasi pol)-
In adevir, si fdecem aceastit: 1cc1ucclc f'l1,'1 de originea:unui sistem de
coordonate S cartezian ortegonal (nu neapirat inertial).

In virtutea. deliniliel, centrului de masi rep =-——S rdm, avem peniru

m
rezultanti : _ '
Sa dm =(S r dm) (mrcm) = nacm. o (7.10)
'D'ac1 smtcmul de comdomlc A cstc iner laal, atunm bmcmlcles macm =

=F-- rezultanta fmlelm e\tcme apl;catc rlgndulun
Pentru momenLul rezultant vom lace dcacompunue‘l fuid dc CM ;

m >< (0) ® r)]dm =

Sr ¥ @ dm = S'(rcm —i—-'l") X [aom + >< r
: (7.16)

TR

(I

) — ., T e —3 - . e
=Tom X Mg wrSr Ko(e X rHdm -+ e X SI % (e 2 r'ydm,

. . - . - - — ) — ' — -
unde ceilalii termeni s-au anulal din cavzi 'uSr' din = mi‘;m = 0 st am folo-.
sit laptul ed 7 P [m X (m %t )} = o) X [1 e (o) X i )] ceea ce se verifick
imediat prin dezvoltarea dublelor produse vecloriale din parantezcle mari.
Reamintindu-ne de calculul analitic ficut la momentul cinelie, putem

scrie
— — —F

- g ”': . Pl _,> : ’ .
Sr X (o x rydm =10, Srr X (¢ x r'ydm =1'e, {
«
unde I’ este malricea momentelor de inertie fali de un sistem‘de coordonale
S’ cu originea in CM (acest S’ in rest poate [i arbitrar, de exemplu, SC propria
— —
al rigidului cu originca in CM, insdi cu o si € caleulali in sistemul de coordonate
inilial S). Prin urmare,

~1

17)

RSt

— — — — — —
Sr X a.dm = Tew X Mgy - e @ X, (1 o)) 7.18)

primul termen d& momentul rezultantei (7. ].)) aplicale In C'\I (esle partea
orbitalit sau e\tem.l) jar ceilalti doi termeni dau momentul {ati de CM

(partea propricsau internd).
Dacd sistemul-de coordonale. S esle inerfial, atunci mementul

S? ¥ d adm =—__:4\'I — momentul for{elor externe aplicate rigidului.
Descompunindu-I pe M fatd dz CM .
jM:ZPSXF _Z(’cm“{'f.s)xr

—3

= Pemi X EFa 'i"z f':;X 1:‘5 =rcm;>< 1" + JI’:

si tinind seama cit me,, = P, rezulta fatid de CM :
— —_ d e 4 . - ’
. M =T1e+4 o x ('w) fatd de CM. ‘ (7.19)
A regisit astfel rezultatele cunoscute. o

Observalie. Dacil pe lingd fortele externe reale aplicate rigidului, reprezentiim si.foryoe

- . .
de inerfic (—mya,), reduse Ta o rezullanld §1 un cuplu falid de vn peol ales convenabil, alunci
rigidul apare in ,,echilibru® sub acliunca tuturer acestor forie si putem scrie cond:}u]c de echili-
bru pentru ansamblul acestor forle (meloda cr::elo<iahca)

7.8. TEOREMELE LUI GULDIN SI PAPPUS

I. Aria suprafefei generate prin rotirea unui arc de curbi plané in jurul
unei axe situatd in planul acestui arc de curbid si neintersectindu-l, este
egali cu produsul dintre lungimea arcului de curbii si lungimea cercului
deseris de centrul de masi al arcului de curbi.

II. Volumul corpului generat prin votirea unei figuri phne in jurel unei
axe, situal@ in planul figuorii si neinterseetind-o, este caal cu produsul dintre
aria figuarii si lungimea cercultii descris de centrul de mas# al figurii.



Teoremele au fost descoperite in sec. III de matematicianul $i mecani-
cianul grec Pappus din Alexandria. In sec. XVII P Guldin le-a ,déscoperit™

in volumul VII al operelor lui P'lppus
Demonsirafie. a) Aria se “obtine prin insumarea (mtegrarea) amlor late-
rale ale trunchiurilor de con elemenl:'ue [aria laterald a unui trunclu de con

este <G(r - R)] (lig. 7.16) :
. 1 -
S:S 2wy ds, dar Yem ‘—_m_-z— S ¥ ds,

de unde in adevar.; ... ... S .
: : . c S =2myonl T

!

7l ax

L
X

i ;
. 1 il i -
g Cdx Sk

Fig. 76 ‘ b Fig. 7.17

q.

b) Analog, sumind volumele - trunchiurilor de'"con clementare

(V = %Ir(rg + R rR)) (fig. 7.17) = '

V= S r.'y'2 dr — S =P dx = Sz(gﬁ — yhdyr,
b @ ‘ .
dar

] C "'-‘1 '.l o ] l‘.“ 2 .
Yem =T S (7, — !fg)dx-—;(.{fl - 11) fI S? (v — yz)f1~1,

de unde in adevir . -
V. o=2ny.nd.
II‘IXE!llilIc. a) §i se caleulere aria si volumul uni lor dé rave r. R.
Rezoivare. Aplicind teorcmele Guldin-Pappus:
5= 2mr-2all = 4=TR, V = wr? 2xR = 2t

b) 3 se alle volumul corpului g,cnemt prm rotivea unui trivnghi dreplonghic cu catelele
a, b, In jurul ipotennzei. R . co

Rezolvare.
abi_ s hoiw ath?
E-TAREE SR I T
PIlO]lLE\[I: o

q.1. S‘i se deduca ccuat:a axei cen[mle ]

o ‘_r’:?,,. —I-'?ﬁ:'l"g"l'f"x M >< )\ A — bni‘ﬁmctf'u.“'
- i ) < e

Indicafic. Dacdi r, esle lungimea perpendicularei din poml 0 pe axa ccntmla trebuie si
avent ;

-—)
= r’-[' % ,‘II sau e = wlfdy si M) =rJ
7.2, Sitseallelocul "comctucal e\ucm:t.mlnr\e(torllo:-fon,a aphc.ltc intr-un punct dat 4,
care dau acclasi moment M falii de un pol dat O.

It. Dreaptd paraleld la AQ situatdt i planul pcrpcnduuhl pe M h (hstani,a M,AO de
dreapta AQ.
7.3, Asupra unui rigid lucreazi forlele situate in plan si reprezentate plm polwmml lor-
telor din figura 7.18. 54 se reducd acest sistem la originea primului.vector. . i
R. Rezulianta este linia de inchidere AF a conturului poligonal, iar momenlul este 0"‘1]
In modul cu dublul ariei poligonuiui ABCDEFR $i este perpendicular pe plan.
7.4, 54 se aflc locul geometric al extremititilor vectorului moment al rexultantel unui sis-
tem de for{e in plan, ealculat in raporl cu Leate punctele ncestui plan.

zll
N -
T |
==X ]
| i
I !
! ¥
; LA e X S
et Fig. T8 SR o Fig. 7.1 '

R. Un plan care taie planul for{cler dupd axa centrali.
7.5. Sii sc arate ¢ momentul rezuliant in raport cu o axii este proieclia pe acea axi a
momentubui rezuitant calculat in raport eu un punct arbilrer de pe axi.
©7.6; Un sistem ‘de forie poate fi redus, dupi cum ’at':m" la doud forte, ca de e\un;ilu in
f:gma 7.1%, Sd se avate i axa centralii intersecteazi nermal perpendiculara comumni a celor
doud fmtc 1'1 dlst'mtelc

Cdy.= A T i?,) :‘(1'7","4;' ) ping la forte, (d'=d; - d,).
7,7, Peste un semicilindru fix de razd R, asezat orizonlal, se¢ sprijinil transversal o Lija

uniformii de lungime ; ¢a in f:gur't 7.20, Coeficienlul de frecare Ia lunecare dinlre tijd si cilindru
este . iar dintre Lijd si plan p.. Si se caleuleze ctg oy, la echilibru.

. . 0 . 81 Ry
. elg tmey = '[{J-:fp-l 'f'l/(,U-n'— E-’-l)’*i"TE-’-: (1 + e — 2 I_J ]' -

Tig. 7.20 Fig. 7.21



2.8. O barX omogeni AB de. greutate G se sprijind pe dond plane perpendiculare. intre
ele ca in figura 7.21. Git de mare este unghiul 3 in pozitia de echilibry, dacd unghiul de frecare
al bar~i cu plancle este o ?

o - 20 <1 m+2q:

7.9, Un punck ‘material greu se poate deplasa cu frecare pe un cere {111 interlor si ini exl;crior)
derazi Rasczal intr-un plan vertical. La ce indltimi fa# de centrul cercului poate £i: in ecliilibrue
punctul material,. daci unghiul de frecare estec @7 e

R k<= -—Rcos;p oz Rcosq,a ) ‘ ‘ . ”"5"":

7.10. Un Cllindl'll cucu[ar drep!: este’ mentmul. in ec]uhbru peun phr. inclm'lt cu a;utorul
unui fir infisurat pe cilindea si-tras paralel,-cu planul ea. in figura 7.22. Si se afle conditia de

Fig. 7.22

echilibeu 51 forta cu care trebiie sk tragem de fir, stiind unrrluul % '11 planulul, cuchcwntul de
frecare la lunecare (o5 grcututca c:lmdrulul G. -

1
L. tgm 2u.. 1“--: Gsing.

7.11. 0 pilnie conicd cu deschiderea 2x se roteste co viteza unghiviard ¢ in Jnrul axel
sale vertlmlc fatre ce- indttimi k. poale sta pe supralfaja piiniel un corp-mic fird si lunece,
stilndu-se unghiul de frecare o %

R, = ____g__ si",‘jr',‘ =5 d'lC.l o < -
©? tga tg(ﬁz +o .: ‘ot tg wtgle— ) -

. 7132, O placi omogend tmmghmlar.s. de greufate & sta ouzontal sSpr r]mmdu-sc cn vh Em 1]e
sale pe trel reazeme. 54 se afle reacfiunile reazemelor. - ... - . . ,,

1. GJ3.

7.13. Si se afle cu ajutorul teoremelor Guldin suprafaja, respectiv volumul, cmpultu ob-
tinuk prin rotirea unui arc de cerc, rcspectw segment de cerc, cu unghiul 1a centru 2 §i raza R,
in Jurul coardei sale.

R. S = tmR*(smor —scos oc) V = 2zRY [sinoc — g CoSe — —-é- sin? ch-. Tt

7.14%. Un lan} greu, omogen si uniform, de lungime { 5i sreatate G este fixat de capete in
doud puncte situate pe aceeasi orizontald. Cunoscind siigeata f; sil se afle tensiunea Ia capele.

l? + fﬁ G
21f

7.13. Un lan§ greq, omogen §i uniform, de lungime [, esie atirnat cu capetele sale de o Lijd
fixi orizontald prin intermediul a-dotid incle mici, care pot luneca pe tiji cu unghiul de hcmre @
84 se afle distanfa maxima dinlre inete pentru care lanful este in echilibru.

R.d=1 tgog Inctngl‘)

B. T =

CAPITOLUL 8
GRAVITATIA

Legea atracliei universale a fost descoperitd de Isaac Newton si publi-
cati in cartea sa ,Principiille matematice ale f1107of19,1 natur‘lle“ (1687),
unde este aphcata Ia mlsc'uea sistemului solar. | .

8.1. LEGILE LUI KEPLER

Pe baza observatiilor astronomice de mare -precizie ale lui Tycho Bralie
{1546—1601), dupa caleule de aproape dou# decenii, Johann Kepler (1571 —
1630) a stabilit urmitoarele trei 1eg[ de migcare a pl'uletelor in jurul Soaretui
(primele doud in 1609, a treia in 1619):

1. Planelele se miscd in jurul Soarelui pe traieclorii chptlee Soarele aflin-
du-se in unul din foe'u'c]e elipsei.
1L LCJE‘R ariilor. Razele vectoare, dusc dc lu Somc Za pl(me!a ‘malurd arii
eqale Tit izmpuu egale, adicd vifeza arcolard sau secloriald esic constantd (Elg 8.1).

111, Patrefele " timparilor “de repolutic: @ planeielor-in Jttrul *Soarelm sml
propor[zonale ‘tu cublmlc semiaxelor: mari- ale: el:pselor H : Sl BN

e donsthad, N ' - (3 1)

Fig. 8.1 '-.‘;L. ST e T = Fig 82

Stuud cd aria unui triunghi este egald cu jumatate din produsul a doui
laturi prifi’ sinusul” unghmlul cuprins, $3°calenlim aria eleméntard - ds ‘mi-
furati deraza vectoare in timpul df (flg 8.2):

AS o —2-—'1_"(1' 4--Ar)sin AD,



de unde la limita (a nu se confunda dr = QP’ cu | dr| = PP’):

ds =%r2 dfsau d8 = -% | 7] 1dr] sin(;: d?). (8.2)

Ultima expresie ne arali cd aria elementard se peate reprezenta printr-un
vector perpendicular pe arie:

a3 =% I A, | ' (8.3)

Viteza areolard este prin definitie varia’gia ariel miturate de raza vec-
toare a moll)ilul_ui,‘rappr_tatﬁ la unitatea. de timp.:. :

pL

de unde pe"tru migcarea.: p]an'1 (Q 51 dS pastreazrl dlreche flxa) .. N
‘ ' F -.li.:'..“ i : X ‘j L . . . ,
PERCLLTSY 2@;‘-1-26 L._2mQ.._mr28-ﬂ10. e

.:d;t»; . 2! A (If - 2 e MR

R

'

Legea a 1I-a a ui Kepler afirma consmni,a v1teze1 areolare a planetelor
fata de Soare.‘Prlma §1 a doua lege afu ma constanta vectorulm v1teza areolara

LY

O sam a vectorulm moment cmetzc r al planetel fata de Soare. Yom- prefera sa
folosim momentul cinetic, care este o notiune mai profunda decit viteza areo-
lars {asa cum este impulsul fa‘_ga,,(I_e.\rlteza .datoriti legilor de comservare).

8.2. LEGEA ATRACTIEI UNIVERSALE

Dm leglle Ini‘Kepler, pe baza legii fundamentale a dxnamlcn, Newton a
dedus légea. atractiei universale [(1687). T

Sa cons1deram ‘pentru simplificare o tralectorle circulard (ehpsa reald a
planetelor deera pui;m de un cerc). Atunci din legea a doua a lui Kepler (3.9)
rezulté i planeta se miscd cu vitezele unghiulard (G == o) §i. hmam (v = UR)
constantie pe.cerc,: dec1. este. supusa la o fortd centrlpeta, egald cll masa ori
acceleralia centrlpeta i O B

F =m— = me®R = 4n’m £, o (8.6)
R T

Conform Iegu a III—a a lu1 Kepler T2 = kR“(k = const) (Icm (8 6) de-
vine

Vet i

» (8.7)

unde constanta k este aceeasi pentru toate- planetele .Prin.urmare, for{a de
atractie ehermtata de Sodre : asupra planete1 este dlrect propor[:mna.la €U masa
planetei si invers. proportxonala cu patratul dlstantel dmtre planeta $i- Soare
Conform’ principiului’ 1§84 2l actmn_n,l si reactivnif, .6 forfa’ egala fn modul 51
de sens .0pus se. exerc1ta -asupra Soareluj:din partea :planetei, deci: trebuie
sd fie propor[;mnala cu mésa Soarelui. Aceleasilegi ale Jui Kepler, guverneaza
si miscarca satelitilor: plauetelor de’ exemplu satelitii lui Jupiter §i Saturn.
Introducind o:nou# constanta, astfel ca si: apara masa astrulul centrai abti-

nem legea atraciwz unwersale a 1u1 Newton. Leen i Lo

L e . PRI ThS T

‘.,. m F :_me S'lu F = .-Y m,mz

e, 68

undé semnul mlnus mdlca caracterul atractw al forLe:. .
. Doua corpurz punctzforme se airag ‘Inire ele €U o foria dzrect propor;mnald
cu produsul maselor lor i invers proporfionald cu pdtraiul dlstantc: dmtrc ele,
Constanm grawtatlonala v are dlmensmmle . o R

_ [Y] [F[] [-]Ra]_;_LaM-lT- :'— mn/kd s? =N. -m? lkgz in SI. (89)
PR m i . Do faire i ', : . _ AR

SUETEPCISE

Dupa ultimele masulau expemmentale S

¢ = 6,670-10-1 N.m® /ka- 12.10)

Doua mase punctlforme egale fiecare cu unitatea (1 kg) sitnate la distanfa
unitate (1 -m)se atrag cu‘o'fortd-egald numstic cu <dnstanta grawl:ag;mnala
~,f(6 67-10-11 N).

: In.cazul ‘a-dou# rmase.oarecare, forla de atractie este rezultanta’ vectoriald
a forfelor de atractie dintre particulele: care compun: corpunle. S

' ‘Reciproci din legea:atracliei universale, pentru orblte planetare c&rculare,

rezulta u§0r‘celelalte douni leg1 ales i Kepler R
‘ , 1‘/ . “ .'l,,;_ . . u:—;'!i‘\‘ .‘. . Do T I P
=y %I' =—-Mme’R ¥ '=0" const (R = const) Q = g:_onst
i M i AT pe e &.11)
T, R v M :

. Fortele gravitationale devin importante numai daci. unul din partenen
esle d° dimensiuni astronomice (platra—Pamlnt) sau intre corpuri ceresti.

Ubservaiw Trecerea 'de la, observatiile empirice’ ale lui:Tycho- Brahe-la legile lai Kepler

si apol la legea atractiei universale (st mzu apm la teorla relatwlsta a gra\ntat:ex} reﬂecta dez-
voliarea dialectrc& a curioRgterit,
1, Succeslunea: isforici:a. cunoagteru lual:ﬁ in- momentele sale- prmcxpale. curdtati de exte-
rior si acmdental. trebitle si reflecte succeaiunea logicd a cunoagterii. Ea corespunde {recerii
dé 1a singular prin’ patticular la' ganeral)’ corespunde fnaintdrii cuncagterii ‘de la fen@mea fa
escotd, de la esenfa:da.ordinul I la esenfa de ordinul II 5.a.m.dv in profunzimie, . i+’ ¢ o)



" Este foarte: important si Atil s3 .culegi informalii- astipra’ objectului prin experithent; s
construiesti gralice, §i tabele dg, constante privind comportarea si, proprictifile obiectulul. Dar
o simplii colectic de date, or:ut dc completd’ §1 Dogatd ar i ed, nd este incil sifinfd. Pentru pro-

cesul cunoasterii- este mult mal important de a ridica dalele empirice la forma generald de deler
mindri cantitalive pe plcmu! necestlafii si generalitafii, ca momente ale unei legi., Mai muit,, insesis

legile trebuie demonstrate, deduse diri'éalititi sau din concepte primare cum sint spatiul si tlmpul.
Calitatea trebuic §3 treacdt-in cantitate, care nu este altceva decit calitatea depigiti.

Experienia pune fntrebarea cum.? §i;-oste “descriptivi. . Teoria, pune, intrebaren; dece ?
§i “este dcmonstml:m! Teoria trebuje si ar ate necesitatea lcgilol e 5i si le dedwed, deo'u'ccc
saréina wiei teorli este de'a demonstra eXistenta si determind{iile obiectelor ei

' Tatd ce'spune Hegel (Stiinfa logicii, Ed. Acad. R.8.R.; Bucurcsti, 1966, pag. 329):

+Este un mare meril sit cunogti numercle empirice ale naturii,-de.exemplu distaniele dintre
planete ; dar este un merit nemdrginit mai mare si faci sii dispari ettimile empirice, ridicin-
du-le la o formd generald de determinatii cantitative, astfel ineit ele si devinfi momente ale unci
legi sau miisuri: merite ncnnu'itoarcgi_-'_au cistigat, de cxémplu, Galilei cu privire la ciidere §i
Kepler cu privire la migearea corpurilor’ ceresti. Acestia au demonsiral legile descoperite de e,
arittind ca accestora le colcspundc mtl e“uI cuprins al pmtlculautal,x]ol fulmz'ltc de pcrccpi,:c.
Trebuie fnsd si cerem o rlemamtmne $i mai inalta a accstm Icrr pcntlu c*1 dctcummtule lot
cantitative si fie- cunoscutc -din eatitdfile sau cunccptclc detcumnatc 1'1 care elc se 1c[cm.

(cum sing tlu]pu]_ ‘il qu];_lul)“‘ oA T T T A - st e TN e
fnfelegerca deplind, in cscnl,.x, a legllor. Kepler, poate fi atmsr:\ numoi pe baza cunoa';tem‘

legii mai profunde a atracliei universale si a acestela pe baza lcorzc: relativiste a gravitatiei
{Einstein) si asa mai (lcpartc. Numai cunescind structurile mai comp]cxe, ;superioare, putem
inlelege deplin, i esentﬁ, structurile simpie. inferioare (dc exemplu, in biologie, cunoscind orga-
nismul uman, putem infelege mai hine organismul majmutei si al altor animale, si nu invers).

Nu ne putem opri la formularea legii atracliei universale, trebuie sii o deducem din con-
cepte mai profunde {de c\cmplu, legea 1/r* a lorfei si camctelul tndlmcnsmnal xl spa Lmlm
elce).

8.3 MASURAREA CONSTANTEI GRAVITATIONALE -,

Pentru prima. datii- constanta v ;a fost- determinati "experimental . de
Cavendish in 1798 cu.ajutorul unei balan{e de torsiune (fig. 8.3)..Douii sfere de
plumb grele M. (158 kg) sint suspendate pe o baril care sé poateiroti. Alte
doui bile mici de plumb m (0,73 kg) sint fixate la capetele unei tije suspendate
pe un fir elastic. Apropiind sfercte M de hilele m, se constati o risucire a {irnluk
lor de suspensie. La. echilibru, momentul, fortelor _elastice Coc este egal cu
momentul forlelor de atr%hc Ifl'

CCo == FL 2y ._mi!:[ I,y = r'ta
BEEAF mMI

(8.12)

Cunoscind AI m;’ l (‘ si lTl'lSUIIIld distanla risic unghlul de 1dsucue , se poate
caleula y. S :

0O altd metodd mai precisi este ilustratd de ligura 8.4 (Richartz 1898. ~dupi
o idee a lui Jolly). Cele doud bile sint in prealabﬂ echilibrate pe o, Dbalangi,
apoi agezate ca in flgu . Echilibrul se stricd, deocarece bila superloma “este
atrasii in jos de masa de plumb (100 ), iar bila infevioard in sus (influenta
eimmuini oravitational ferestrn a Tost eliminati orin echilibrarea initiald).

Vi
7 A

Tig. 3.3 o ' . Fig. 8.4

Obscroalie. Dupa publicarea ]egu atracl,:m universale (1687) a trebuit si treacd pesle un
secol pertru ca si se misoare experimental constanta atractici universale (Cavendlsh 1798) sl
apol tned un secol pentra ca sii o-misoare Richartz in 1898. Astiizi trec doar cifiva ani sau chiar
luni de la publiearca unor descoperiri si aplicarea lor in fizicd sau tehnologie. o

fn adinca antichitate preistoricit puteaun trece milenil fird sit se descopere practic nimic.
Civilizatiile antice, de exemplu sumerg-akkadiene, cgipteand, chinezi, indiand, au nceesitat
mii de ani penten'a ajunge la gradul lov’ “de:dezvoltare cunoseut. Tnflorirea civilizafiel Grleclei
antice n cuprins citeva: sute deant.. in siirsiti epoca Renagteril marcheazit o dezvoltare impetu-

oasi a stiintei, artei gi forlelor de produc;ie .
Puten spune ci dezvoltaren- gtiintei si- tehnolorr;cn In genela] -u_rmcazu o lege ((_:111:13;1) cxpo-

ﬁen{mlc‘i {(dublare Ia jntervale ‘cgale de tnnp) o

8.4. PROBLEMA A DOUA CORPURI

Cunescind legea 1n£e: acliunii dmtre daua p(ulzcule dﬂ mese my , si condiliile
initiale (poziliile si vilezele lor le un momeni dat), sé se afle miscarea celor doud

p(uliculc
:In raport eu un 1cfelentlal inertial, cele doud. corpurl mteract:oneaza,

conform punclpmlm reciprocitatii fortelor, cu fortele T — F de atraciie
sau . de 1ebpmﬂe1c (fig. 8. .)) _ ;"i ~

; D, = F Mgy = — I, ‘ - (8.13)
RSN ‘ e R - -
e i mlv1 + mov‘. = 0 LU, - Il = cons'l: . (8.14)

Ultmn ecu’lylc 1eprcz;nta consewarea 1mpulsulu1 total al: smtemulm din cele
doui particule, presupus izolat, Vectorul de pozitie rcm 31 viteza vcm ale cen-
trului de masad sint :

. . . .

- mlrl + mr,lz - = m, 0, -+ msb, (8.15)

Fom==————"—~—" Vom =lep = —————————— .
m; e, my - ms



1In virtutea lui (8.14) rezultd vy, = const, adici centrul de masi (CM) al
celor doud particule este in repaus sau se misci: rectiliniu_uniform, intrueit

. e . . .|
fortele interne (I, —F) nu pot influenta miscarea centrulni de masi, Problema
s-a redus astfel la miscarea celor doui particule fata de centrul lor de masa,
care se migcd rectiliniv uniform, adicd fati de SCM. - -

. L . T RN U ;Iu.‘l-_ ©oaihnt ,.‘.:4 Giomios
JIntroducem. pozifia, viteza.si acceleralia, relative,: ale.particulei m, fata

de particula.m; considerind un SCicu originea in mysi in transiefiefati de Sl :.

- i5 - e I

B R e
r=r,—7ry U =r

i S Sl
STy =y —ley @ =P 50 Uy (8.16)

(in expresia vitezei relative si a acceleratiei relative am tinut seama de mis-

carea prin franslafie a SC legat de m,, altfel ar apirea termeni suplimentari,

de exemplu acceleratia Coriolis). Atunci,
L S T Tty

[ P
msmy;, =m,F, mmuyw, =— m,F,
e < Tty "..‘,\, roybpetien 4oLt A :: T T U T e

vl ‘-\‘g.mlmz(v1 '_...'.Uz) — (J'n1 -|—-m2)F, .

o L Bad pd Sy =ur = F 4 (8.17)

unde g = mum,/(in, + m,) este masa redusé a celor dous particule. Prin-urmare,
in SC legat de m, §i miscat prin franslafie fati de Sk, miscarea este descrisi

) o i i . A v v -
de vectorul refativ r = r; —r, al unei.particule fictive de masd redusi © supusi

la forta F trecind prin m,. Problema s-a redus la miscarea unei particule in
cimp central, adiciintr-un-cimp de forte care trec permanent printr-un punct
dat — centrul fp,r_,tf;l_og.(in cazul nostru prin m, = originea SC considergt).
‘Putem foarte bine considera migcaréa particulei g in SCM, - cu’ vectorul
de pozitie & si legea fortei-F (Fig. 815y, - -7- o o kol e

oy i 3 . -7 - RV
Cunoseind r == r(t), obfinem imediat miscarea fieciirei particule fati'de
centrul de masa ; - ' N :
| s o
T —

B 2, -
O =mry =mr;+merj, r =r, — 1,

d.'e unde . 1E i - H : \ e, R A R ST LA T
M pop__ M g7 (8.18)
my gm0 mphme

adicd ?;2 sint proportionale cu 1_")(1)', deci iraiectorja fiec&rei par.ticule" fatd de
CM esie asemenea cu fraiecforia parficulei fictive p fa{d de my. Traiecloritle celor
doud particule fald de CM sint. asemenea §i
tntre ele, dar particulele sint sifuaie meren
diameiral opus fafd de CM (fig. 8.6).

Dacéd m, » m,, atunci

i - o -
=-—“LI}'1-'“—' A Iy, f'cmr"i”'z; (8‘19)
14 myfmy; LT

adici intr-o primd aproximatie centrul de

masd coincide cu m, (Soarele) in jurul

cireia are loc miscarea paiticulei pimm, _

{planetd), supusé la o forta de atractie (sau : Fig. 8.6

respingere) exercitatd de m,. Vo . C B
In raport cu SCM, ambele corpuri se misci in jurul CM comun, descriind

traiectorii asemenea, conform lui '(8'.1'8) (fig. 8.6).

[

8.5. MISCAREA IN CIMP CENTRAL
8.5.1. VITEZA SI ACCELERATIA

Fie o miseare pland. Alegind un SC polare in plan (fig. 8.7), viteza se
poate descompune intr-o componenti radiald v, 5i o componentd transversald
vy (perpendiculari pe raza vectoare): - RN

. r SR PSS 1
e ran, L7 (8.20)
dr =idr 4 jrdb 5 ldt+.] T
o RN di- Kili]
' v =v,i+ ), r=a'=r: Gh_r"rﬂ—t'zI‘B’
R A SR ¢ -3

Derivatele versorilor sint, conform ‘ﬁgu_rn 8.7 (derfyatz} unui versor FSFG
totdeauna perpendiculari pe versor, diferéntiala unui’ versor liind egalid in
o . e .- PR 8 . P o
modul cu unghiul de rotatie a versorului : ]’(‘11 | =d0 =T1dj}):

Sy

CTLe =67 7 (8.22)



. '/-
(caz particular al formulelor lui Poissén cu © =0 K Kk = const), astfel mcxt
dccelemfm este : :

V=t =Pl P4 107 #0710 =
= (-t 4+ () + 200)] =—adbal, 0 (8.23)
unde g, este acceleratia radiald si ¢, acceleratia transversali:

)

. Fig 87

Observam ci acceleratia transversaldi aD poate fi scrish astiel :

Soadod do
t = —— [ ) =— (% ﬁ-—ﬂ 8.24
*Tra ( d[) r ( Y ( )
LeO‘e'1 fundamentala a dmamlcu se ‘scrie pe componcnte AT

SETITE . : oo
Y
ma =TI —>ma, _1",,, m(lo_._Fo, St

m(r_rﬂ) =TI, m(r@ + 2{'0) = (8.25)

8.5.2. INTEGRALA MOMENTULUI CINETIC

In eazul cimpului ceniral de forte alegem polul in centrul fortelor, atunci
I}, =0, F, =, deci si accelelatla este centrah adici @, = 0. Aceasta re-
it sidin conservarea momentuliii cinetic fatii de centrul fortelor. in adev*n

s . i

A L —'M -.—‘0 - L wﬂconst —r % p.<_-_—‘.-2m.£—2>,_'.:.: .

R R R T A
(I L =2mQ =mr20 = const

(integrala momentului cinetic sau a ariiler) (8.26)

[

el

adici migearea este plani si viteza areolardi este ‘constanti (legea a doua a
lui Kepler);

. . .1
Q =1‘1'ﬂ+;lr2(‘) :-2_—ra0 =0

sau . o - SR
£ =@ + 2r8) —=mray =0 — =0, (8.27)
Observiim ci acceleratia se poate pune sub, urméitoarea forma: ,
2 2
¢ —a, = — = (,_ d1r) ] (J. Binet). (3.28)

m & - d0® .

: b
8.5.3. INTEGRALA ENERGIET

Ecuatiile migesrii se reduc la ecua!;m

foe “ifr — 0% = F  san nu HF—E— F o (8.29)
unde r este fmh centufuga ERR A
% 1 ( L2 ) av ., IL?
Fremrdt =2 = — = e, U= =T, (8.30)
mre dr\ 2mr® dr 2mr* S

unde U’ = L*[2mr® este energia (potenlmla) centrifugii. Introducind forla
d(ry si energia potentialiy cmespun/atoare U'(r), problema se reduce la o
problemi unidimensionald in ra.pmt cuw r (partea radiald a mlscam, in care
se reflectidl partea unghmlald a mlt;cam plm fo1 ta cenLufuga F ) daca fml,'l I‘
este functie numai de r. ' e

Energia cinetici este, conform lui (3.29) si (8.26) :

Ec :lmu“’ _L 111(}'2 + 1'2()2) -
o 2 - 2

Fa

1 B .
—— mr? =— mr? + U’ (8.31)
2 2m: :2 i o e i
e “,.., - y i R & S

Inmulglnd ccnm;m ml',;c.nu (8 29) cu (11 ; 'm aphund dnecL ieox ema energici
“cinetice, obtinem: '

i

) SN pdqraln Teenonaes

_ ) = I dr = dW. (8-32)

o

dE, = d lm}-3+
o 2 C2mr?

{(¢7.84 presupunem acuni ci forfele sint’conServative, atunci
’

. }rdr HFdr———dU U(J)H-Sl’dr
;.,_._ - - W . ‘_ ’) AT .- _m .”‘ -:-1‘ e ‘ .
d(Lc + 0 H‘o,- E b U —L Seopsty 1T (8.33)
ST .;_-”.4,‘ R “'_-,lm] 4+ L? + U E __ (‘011st EEPRERINIFS e LR :
an 2 . 2mr® (8.34

: - (:‘n{,eblaia energiei) -




1854, INTEGRAREA ECUATIILOR -~ .o

Introduéem derivata lni r m rap'o'rt cu 9

}"—EI—. _dre_dr L ,oo df = L EI—I-‘

| (3.35)
-dt dg6  dbmr* mri. r

Atunci din (8.34—35) rezulti:

Gl g vy
m

mor?

L dr L dr

0__._ — ==

mI‘z': i 7'}-‘*’\/2m(E—4 U)_;.LL,"/{.‘z-

d(_{‘_) | ; Do : . :
V2m(E — Uy — L¥r® J-Qm(‘E—. U— U vy

unde . ‘
r Cee gtk @ e e T L
| U@ =—fFar =(Far e @37)
sl s i NGt e s A Tmiey el

este energia potehtiala in cimpul central dé fo'ﬁ;e'.‘._‘f "
R G L \ ST Vo
R R CTI I A
8.6. PROBLEMALUI KEP_LER
! ‘;I.\-.- — L
Sg presupunem el fortele stnt atractwe st invers pmportwnale cu pairaful
distdn{ei. Acesta leste cazul’ atractiel gfawtationale sau al atractlex electrosta-
tice (legea lui Coulomb) :

. ()v; i s e )
R re : |- y : |
r

In ¢azul grawtatlonal oc __YmM far in 0'12111 eIectrostatlc o = — qQjdre,
Conform § 8.4,.problema celor dou# corpuri se reduce’la problema mis-

cirii unei particule de masi-redusi w-in cimpul central-(8.38); deci la problema

uuldlmensxonala (partea ,,rachal““ a m1$car11) cu cnergia potentlala (fig. S. 8)

U4 U= I (3.39)
. 29»1' I

R

-

‘paraboli. Pentru 6 — 0, r este minim (flg 8. 9. Penuu i} —5 r=p.

Ecuatia (8.36)--devine.: L B T
O
6 = : z = . ) L 5’
2p.ot L Vo P _(___iaJ“
\/ T \/ 2},"‘1: + PR U N '
r L :
0 = arc cos + O, (8.40)
R, 2HE+P-2°C2fL2,

Alegmd originea de m#surd a unghiului 0 astf el ncit constanta de inlegra-
re §, = = 0 51 mtroducmd notatiile ;

— *L2f;‘wt e= T F SEL pa = /T F2Bpla, . .. (3.41)

ob’;mem eeuatm traiectoriei in coordonate poi'ue

= P . e e (8.42)
1+ eccsh

Aceasta este ecuatia unei conice (cu focarul in origine) cu parametrul p = b a
$i excentricitatea ¢ = c/a. Daca ¢ < 1 avem elipsd, e> 1 luperbola e=1

A
' 0 : ‘?/yo-c g Q_;_
N . - . . B rll ¥
E<f |-~
L S
it
Tig. 8.8:

Ecualia conicei (8.42) se obfine direct din ecualia lui Binet (8.28) :

A pa,_,_é“_(____ur' M) P (8.43)
pre - do® : re

do® r L* aet\r. ~L* ) :



D::u'2 aceastjl.este o ecuatie de tipul ecuatiei oscilatorului armonic: (y"" +
+a*y =0)7si are solutia .

1 pe o
- 777,, —; _E-E- = A COS(B — Gn)-_ . S

Alegind 0, =0, § =0 va corespunde la r minim. si puiﬁnd constanta A
sub forma A —ef% ..°

9

regisim ecuafia conicei (8.42).

L p

‘ Fig.8.9J CR

) :) Pentru ‘E <_0_ pgzul'ta, e < 1, deci traiectoria este eliplicd si sénﬁaxéle

b ¢ ———

P =—, C == —, — 2 p2
. = o=@ =T (8.44)
@ =—L =_—““, (E <0 IJ:.\/&;——L 8.45
l—e 2B A Vi A

Cazul E <0 (dar E'SE;7 = — ue?2E?) corespunde stirilor legafe (in
,,g'roapa de potential® a energici potentiale U -+ U’ din figura 8.8). Pentru
migcarea planetelor A este periheliv, B.— afeliu. Semiaxa mare depinde numaj
de energie, pe cind semidXa mic# (1épilljde si de m‘orﬂéhtul cinetic. '

Din (8.26) prin integrare pe ‘o;‘periQa‘dﬁ-"a:-’lrota-ti(a:i,-i,obi;inem perioada T':

L =2pQ =2— 7 "‘(1["&'2—{":;(15, T
dt i .
2u 2 wab
T == S = — =T L
Lo L “V —2E ©40
- - 22 2,08 2 ) |
T2‘='_7:o¢;,t_4:__._‘41c;.m =4nj R ~
3Es ] — . "C@mpﬂ , . . (8.47)

ac.Iicé-piffra(ul perioadei de revolufie este proporfional cu cubid semiaxei mari «
elipsei (legea a IIT-a a:lui Kepler). -« =" N -

I T S JER ANt e
* .

“cula vine de la infinit cu vitezd nenuld. Pentru E =0, rezulti ¢ = 1, trajec-

toria este parabolici si particula are la infinit vilezd nuli.
Cazul E > 0 corespunde stirilor nelegaie (in cazul electrostatic al ato-
mului — stérilor ionizate). _

In cazul cimpuhti-gm!_:itaiiqh'a'l, traiectoriile eliptice corespund planetelor
sau satelitilor, iar-traiectoriile hiperbolice corespund ‘anumitor comete, care
nu apartin sistemului solar, ‘

Am obtinut mai inainte legile I si 1I ale 1ui Kepler (valabile pentru orice
cimp central). Ecuatia (8.47) ne di legea a I1J-a a lui Kepler:

2 . 2
Am -——1—---:.1:l = A= —1—-(13 == const- a’. (8.48)

o =vynM ; T° =
! , v M o

Ty mo M

. ‘:‘l:fi__lt urm'aré, legézi'a i,fI%l_ a Iui.KepIér.(S.l) nu e_:s_té 'riéﬁroasfn (éohstanta
depinde de ‘masa planetei). L : C

87 CIMPUL GRAVITATIONAL SI POTENTIALUL

R Coi

.- Interdctiunea gravitationald a doui corpuri se realizeazi prin intermediul

cimpului gravitational. Fiecare corp _creeazi® in jurul sin un cimp gravita-
tional §i de asemenca suferd actiunea cimpului gravitational ,ereat” de alte
corpuri. Cimpu! gravita{ional reprezinti manifestarea unei stiri deosebilc a

/mediului sau a proprietatilor deosebite ale spatiului si timpului.

. . 871 CIMPUL GRAVITAJIONAL ‘s .

o ,7 .u{i »:, ~‘ ,,'-:- : . ,.. g Erir g Xt = . xm .

" Inlensitafea eimpulut gravilafional Ye defineste prin raportul-dintre ferja
I T N S A S R L rat

I exercitaté asupra unei.particule punctiforme de ;proba ‘isi.masa acesteia m :

) 1—% -, - ' : h ‘ - .
B o Y L - (8.49)
N N 13 \ L o .

Definitia éste analogd eimpului electrostatic (iﬂg F/g), miucind rolul sarcinii
gravitationale (masa:gravitationald saw grea sau, incd, masa gravificd). Con-
form legii fundamentale a;dinamicii: ﬁ ~:.m-(7, unde m esté ‘masd inertd, dar
in virtotea egalititii dinfre masa inerta si masa grea, rezultd.cii o particuld
m supusi numai eimpului gravitational .f‘va ciipita o acceleratie egald chiar
cu I, independenté'dé"ﬁid'sa sa’ 'iﬁ,'?Ié"'hzi’c:ﬁrd-’s"uhsféuigéi',"de dimensiunile sau
‘de forma sa:

[ CYT L T S LIS
- — .

.ﬁ =mf = nd, t?: I - (8.50)
By ‘Earticular rezultd de aici leéé'a i:ﬁdefii coi;purilor in vid (I' = g)-

173



v Cimpul creat dé o 'masi punctiformd reézults din'legea atractiéi universale .
e I L TG TN TS LR R ARG N D i
o CLME R e

Lol =y, Ty

re-r

T e

.unde semnal minus indici, caracterul afractiv al.cimpului,

.. Enpergia Ppolenfiald a.unei particule m fu- cimpul gravitational sll'; ﬁarﬁcu}ei
M este ' : . _
O EH T IR R AR RN S IETIV S FL U R
rdU = '_-_ﬁdj'.? U:-—;-'Sﬁ‘ di’h‘)'=\;"-{..nﬂ_f; P (852)
Co : r

- <o
[ S P

cimpud gravitational este:deci un cithp .conservativ. Aceasti energie este in
acelasi timp si energia potentiali a celeilalte particule M in cimpul lui m, deci
este emergia de inferacliuré a. célor douj’ particule : proportionald cu produsul
maselor lor §i invers proportionals cu distanfa difitre ele. = 0 o~ no0o i

... 87.2. POTENTIALUL, GRAVITATIONAL
Potenfialul cimpului-se definéste prin’ energia poteniiali a particulei de
Probé raportatd la masa acesteia sau altfel prin lucrul meecanic efectuat de
fortele eimpului- pentru a deplasa.-particula’ i lai infinit; fmpirtit la ‘masa
‘aeestela. ..o L dtertaa e
- In ‘cazul. unei;mase: puncliferme M. .- .

o

cravE v Y M Ty (8.53)
m r

_ (diferenta de potential intre doui puncte
v=Lonst 0 oih e este. minud  luerul, miecanic® al cimpuiui
- : intre aceste puncte). Liniile de cimp in cazul
1(8:53) sint radiale, iar suprafetele echipoten-

1

'tiale sint sferice (fig. 8.10) (liniile de cimp

* totdeauna s¢ termind pe particule).

8.7.3. ENERGIA DE INTERACTIUNE

—

Energia de interacliupe a - doui parti-

e

~o . . cule my, . m, se scrie-acum
~
" ATt . myin, ) Y A m,
ST - U=y — =—m -y 2|+
Fig. 810 R Lo 3 PR r 2 5 r

A —m— Yin"'l' =— mV, + ‘—mzva, e
E- 2 o r L. . 2 . Sl . .l

(unde V, este potentialul gravitational in punctul m;) si pentru un sistem de
; partienle : T :

ok : . ; :

itati in pun i) sa : 1 distribu-
(unde Vi este potengialul gravitafional in punctul m;) sau in cazu
tiei continue a masei : o B
Cv=Elvam . @5
1] b A,‘;' 2 .. .‘-',- 7._\ f "Al-‘,‘._
. | sister i a. schim-
Energia de interactiune a unui sistem tlie__pa:;?lcvule, ig?:i ::es?:;; S
bat, reprezinti energia de legdturd a sistemului, adic ene : t
t, reprezintd energia de legdturd lui, : K 1ece L
gﬁsfacg sistemul in particulele componente, 1{1departal’ce I?I. gl;il:;;:usne pentrt;
este lucrul mecanic care trebuie efectuat fmpotriva 'forl;el orf o lud
a desface sistemul, sau, in sfirgit, este e(l;)ergtl'a c}g%:i?%;éan 3 'po't e B re
i i i infinit. (Particulele _ .
din particule libere aduse dela i e LD e P s a tel
3, decl 3 imini ie,) Exzemple: energia de legatura el
legatd, decit daci se elimind energ : » e e ot
mi)lecﬁie‘-este energia necesari pentru a desface -mo;ecula t?;{:;gia PN
: N . we : es
lergia ‘'de disociatie) ; ia de legéturd a unui atom este 2
(energia 'de disociatie) ; energ urd 8 1 D e
zare cémp}efﬁ a acestuia ; energia de legdturd a 1:]1.111 nu(ggzg eisatt:: z di%ectua -
b s Y A . ! 4 ] ¢
4ri ru. : ' nucleul in nucleoni (proportionala cu.deles
sard_pentru-a descompune 1 in 1 : g
masé)Rl" eriergia de legiiturd a unui solid este cildura de sublimareetc. .
2 K - : . .

6.7.4. CIMPUL SI POTENTIALUL GRAVITATIONAL

- Dimensiunilé  cimpului§i - pote

_(i’ H 1 .~_: . I ' ' . . .‘ ', _,-3:“.‘~rl_ [
= cprs sy, o (856)
Crptnns nens R R ] T ot

tialului gravitational: sint: urnriﬁtaaf,(lsie,_j:

i o

ceea ce coincide cu dimensiunea acceleratiel; |
T o t E [ -

=B g
_lv!r‘ ’l"lmz]zinﬁ.')'lu' -‘,

eI flg = wP[stdn ST, ¢ (85T) i
ceea ce coincide cu dimensiunea pa: Ef
tratului vitezei. . i S

{2 Legatura dintre cimp gi“Pots’:H'}ifﬂ“;
este aceeasi ca dintre forfd §i emergia
: PURIRTS e BT IR ’

potentiala
,.EO:te‘* t:""i :f:': s Lo

‘ . - T L .} - l
Cimpul este: perpendicular pe ‘suprafetele :Qchlppj;er}’?lgle.:§1 1;1(_1@!@1: in sensu



D::u'2 aceastjl.este o ecuatie de tipul ecuafiei oscilatorului armonici(y" -+
+a*y =0)7si are solutia

_ 1 c
S - v7—L_2'"w_ﬂA cos(0.— 00?.. S

Alegind 6, =0, 8 =0 va corespunde la r minim si panind constanta A

13-4 € - . .
sub forma A =eE§- = — regdsim ecualia conicei (8.42).
P .

Fig..89 . .

a} Pentru _E <0 Ijgzul'kﬁ e < 1, deci traiectoria este elipt_fc& i s.glmiaxe.le

sint

» ¢ —-—

=—, =, ¢ = 2 __ B3
P =- L J « .b . (8.44)
¢ = __* (E<O),b=\/:&};=;, (8.45
1. ¢ ok R iy .45)

Cazul E <0 (dar E> B, = — pa®2L%) corespunde stirilor legafe (in
»groapa de potential® a energici potentiale U - U’ din figura 8.8), Pentru
migcarea planetelor A este periheliu, B.-— afelin. Semjaxa mare depinde ntimai
de energie, pe cind sémiaxa mi¢d 'depil?“de’sfi' de momentul cinetic. '

Din (8.26) prin integrare i)é,0;pefiqa'd:"1---:1:-‘51'0La-¢iefi,ipobt.incm pericada T :

x"-., d;S.-r"'/
L =2uQ =20— 7 "'dt"éz—Md'S,
dt L; h
2u 2p w.abs
T = § = == T =
L WL — 22 (846)
2.2 : 2 R _A,...E .
T _ 7r.ocp,_,:__,‘41:;.1a AR
2F3 > e jLas, : - (8.47)

adici ndfratul nerinadei de revolulie este. pronortional cu cuditd semiaxel mari «

-

-
——— e -

1) Pentry E > 0, rezulti e > 1, deci. traiectoria. este hiperbelicd i parti-

cula vine de la infinit cu vitezd nenulid. Pentru E =0, rezulti ¢ =1, traiec-

toria este parabolici si particula are la infinit vitezd nuli.

tCazul E » 0 corespunde starilor ‘nielegdfe (in cazul electrostatic al ato-

mului — stirilor ionizate). . . _ '
in cazul cimpului graritalional, traiectoriile eliptice corespund planetélor

‘gau satelitilor, iar- traiectoriile: hiperbotice corespund ‘anumitor comete, care

nu aparlin sistemului solar.
Am obtinut mai inainte legile Isi 1I ale lni Kepler (valabile pentru orice
¢imp central). Ecuatia (8.47) ne di legea a IIT-a a lui Kepler :

2 2
o =ymM ; T? =..4_“_._._1__a3 ~ _‘E_ —1--a“ = conste a?, (8.48)
- o . Y Vm,‘—}-.ﬂ_f- ./ R

depinde de masa plametei). .

" Piin urmare, legea a Iil-a a lui Kepler (8.1) au .esté‘:iguro_asz‘i (constanta

6.7, CIMPUL GRAVITATIONAL $1 POTENTIALUL

o

.- Interdctiunea gravitationald a doufl corpuri se realizeaz# prin intermediul

cimpului gravitaional. Fiecare corp Jereeazi® in jurul siu un cimp gravita-

tional si de asemenea sulerd actiunea cimpului: gravitational ,créat” de alte
corpuri, Gimpul gravitational reprezintd manifestarea unei stari decsebile a

snediului sau a proprietitilor deosebite ale spatiului si-timpului.

Vi - 8.7, CIMPUL GRAVITATIONAL ...

e

e Intensziatcaci‘mvulmgauz}ailonaf ¢ defineste prin _fap’oi'fu'l'“dintl“e forta

e

T* exercitati asupra unei particule punctiforme de ;probid“igi.masa acesteia m :

e e D Fo=mI. et - (8.49)
Ty ¢ 5 \ *; \. o ’ ‘

‘Definitia dste analogh ¢impului electrostatic (E= F/y), mjucind rolul sarcinii
gravitationale (masa’ gravitafionald sauw grea sau, incd, masa gravifici), Con-
. . . - - . i .
form legii fundamentale adinamicii: ¥ = ma, unde m esté masa inerti, dar
in virtutea egalititii dintre masa inertdi si masa grea, rezulitiicd o particuld

m supusd numai cimpului gravitational f‘ va ciipata o acceleratie egald chiar
cu T, independenté‘dé”iﬂésa sa 'ﬁl,'jcfe""mi,t;ﬁrd’sﬁhsﬁiiﬁif;éi,-'de dimensiunile sau
de Ai;orma sa: B o o } _
Feml =ma, «=T. . (8.50)
-

{1y particular rezultd de aici legea edderii corpurilor in vid (T = 9.



*8.8. FLUXUL CIMPULUI GRAVITATIONAL

8.8.1. UNGHI SOLID

Un element de suprafaldl’ ds se reprezintd printr-un vector perpendi-
cular pe suplaf'ﬂ,a si de modul egal cu dS (fig. 8. 12)

Fluzul d®- ‘lI (umpuhu 1." puu accst‘element dS se cIefmeste pun produsul
scalar

(I(D F d.S = F dS Cosx = I‘ (IS I"(dS)ﬂ, ‘ ':--5 (8.59)

(dS),

Flg 843" “Fig8d3

adicd 1a flux nucontribuie. decit componenta normald: Ty, cimpului: sau plo—
1ectla ariei dS pe planul nermal la eimp.

F:e un con oarecare:cu, virful in O (fig, . 8.13),

" Se numeste unghi solid sau ‘spatial, definit deun con, rapor tul dintre aria §
interceptatii de con pe o sferi cu centrul in vu-ful conulm si patratul razel sferel :

Qd—‘“ﬁ S giQ “(8.60)
R .

Unghiul solid nu depmde de raza sferei alese §i cmncxde numerlc ¢ aria inter-
ceptati pe’ sfera de razi unifate. .Unghiul sohd se miscara in steradiani (sr).
Unghiul solid eléementar -dQ sub caré se vede din®crigine un; element de

suprafaf;a as este evldent (flg 8.14) ;.

[T P PR C S I

"'.‘-'/ " deef (dS), .____dS r e !(8 61)
rt o ..1;.2 r, L :

Unghml solid suh care se vede dintr-un punct un semlspatm este ev:dent
2nR*R* = 27:, iar unghlul sohd total din ]urul unui punct este 4-mR2/R" =47

- -8.8.2. FLUXUL GRAVITATIONAL

Si caleuldm fluxul fofel al cimpului creat de o sarcini punctlforma m.
Inconjurim particula cu o suprafati inchisii oarecare si considerim un element
de suprafatid d.§ cu normala orientati. spre e:ntenor Fluxul clementar prin
acest element va fi (fig. 8.14) :

Cdo=Ta§='wy D Ll = "_"‘3', —(cIS),, == 'ym 40, (8.62)

D 0 H

unde . L

unde

adici este proportional cu masa particulei si cu unghiul solid sub care se vede
acel element de suprafal din locul unde se ai[a particuta m. Integund pe toati
supmfa{a rezultd : . :

@1‘ dS--—ym<§>dQ —47:«{!31. - (8.63)

to—eo - Fig 814
[Ean) oy
Semnul minus a:ata ca fluxul-este indreptat spre; interiorul sferei (particnlele
m sint ,,lzvoare nerratlve de flux ; liniile de cunp se ter mma pc elc)
“iDacd: partlcula ‘ar-fi- in- éxteriornl ‘Suprafetei inchise, atinei:fluxul’total
prm acea suprafa{i inchisd ar fi nul, deoarecé-pentru fiecare'element de supra-

© fatd existd un al doilea situat in aceIaSI unghi solid elementar, astfel incit
.cele doud fluxuri elementare sint egale in modul si de sensuri opuse. In inte-

riorul suprafei;el lnchlse nu avem izvoare 5;1 toatc ]mulc de mmp care intri,
fes. LR Cede -

Daci avem mai multe partmule, atuncx msummd coutrlbutnle Ior rezultd
(teorema lui Gauss) :

DO = § Pas— .- 4—v2mk _ 4mM (8.64)

SRHES

M:;Y‘_,m, = S pdV,(dm = pgdV); . ' s r,-‘(8.65)
ceaied oo R il g ' '

PR SN L s

i

este masa particulelor din: inleriorul- suprafetei inchise considerate;.
8.8.3. RQUATIA LUI POISSON
“In cazul distributiei continue a masei, integrala pe suprafata fnchisi
din (8. 65) se poate transforma (in anumite. conditii,de continunitate si deriva;
bilitate) in mtegrala de volum {conform unei teoreme a Iuj Gauss)

$P a8 =(diviav, 0 (8 66)
5 v



unde divergenta vectorului I' este prin definitie scalarul :

avi =t 0, + 2, —ar, 40,0, + oL (867)

Pk ay oz
o Combinind cu (8.65) rezultd 4
(aiv PaV — —dmy (paVsaudivF = —dmye (8.68)

. 14 o o ' ’
{volumul V fiind ari)iti‘ar) si introducind potentialul ¥ (8.58), obtinem ecuafia
{ni Poisson :_
gV eV | &V

+ .——-+ —_— 4‘}1 3 8.69
33[:2 ~,6y5_'- 322. "IP ( )

© lapV =AYV =

unde lap fsau Af este ;‘lalp‘l:aceanul (operatorul lui -L{aplacé)_:

S

S a?f— ‘_azf a2f az . 8‘2,‘_7‘ - 2)
lapf=Af = Sy L 00 (€ 4 ¢ Ciiy
P/ f az" +-3y2 + - (3.’02- : "8-92A+ oz® }f
ot o, o .

o | oy | 02 (570

lap = A =

Ecuatia Iui Poisson (8.69) tie periite si aflim potentialul V si deci cim-

T T L I e Y IS ,- R A R ."

pul gravitational T' = — grad V, daci cunpastem densitatea p de.distributie

a masei si conditiile pe frontierfiz o -5 fus ¥ n Eden DT e
: T T TIFR L

! sl .
St o fpine oo _':'7_ e T ot P, e Vy o
8.0 CIMPUL, GRAVITATIONAYL, AL UNEI SFERE OMOGENE .
i GO bt o e ety el T o Tl

891, CIMPUL $I POTENTIALUL

S calculim cimpul gravitational al umnei sfere omogene (sau formata
din paturi omogene) de masad m i razdi R (fig. 8.15). fn virtutea simetriei
sferice, cimpul este;radiul §i dependent’ numai de r.i ‘

@) In exteriorul sterei teorema lui Gauss ne d¥ (integrim pe sfera de Tazi r,
tinind seama: ¢ [\ este:radial 51; constant pe:aceasts: sferi) foitenn poa sl

e 87D

Prin‘urmare, chmnpil grabitdfional al uiiei stere oniogend it exteriorul &i coincide
) B N R L SR T RTINS L LI PP IR L USaep Ty it

cu ‘eimpul ‘unui "punct mateérial de masd m'situat in eentrul sferei.

. La fel, expresia (8.53) a potentialului se aplic si in exleriorul unei sfere

omogene, " N »

[ E SIS St T Tt S U U R Y R A LA L

Lo

by dn interiorul sferei -omogene, aceeasi teoremi ne di 1} -

art oo

T A e Y

e

unc{e m;esté masa sferci c_ie‘ razd r, interioard fafi de princtul ales.

R P

Hiperbold

Parabold

. . Fig. 815 ) s Tig. é.iﬁﬂ

La suprafata sferei cimpul este maxim in modul, spre exterjor scade invers
._ijonrt‘:onaI cw patratul, distantéi- de la. centrill_sferei, iar in interior este
proporfional cu distanta pina la‘centru: (fig. 8.16).

Pentru o pdfurd sfericd omogend cimpul in inferiorul cavitélii este nul
deoarece in (8.72) membril drept va fi nul. ‘ ’
" Potentialul in ‘ififeriorul unei sfere dgiiogene este

a o

R

SO - ST PR Y JY: © IR Y Cf

Al SO S T I S T
Ll Sym_ Lamfy
2 2 R 2 R R
In centrul sferei (r = 0) potentialul va fi

7 : S . SR
: o ‘o ~~“~?:—r? ' (8.74)

), r< R (8.73)

8.9.2. ENERGIA POTENTIALA GRAVITATIONALA

Energia potentiali g'ravit jonald a i |
. h Lia ationald a unei sfere omogenc se calculeazi
ajutorul lui (8.58); - ¥ penst e

. - s ‘R : N . ) - . '
dm = pdzr® dr, U =-1_5V_d;n Py myme | (3 i I'-E.(I‘r =_ 3 m_2

(5.75)



Energia potentiala (8.75), luatd ‘cu.semn schimbat; reprezinti encrgia de
legdturd gravilafionald, adici energia necesard pentru a impriistia partmulele
sistemulni:la infinit sau, altfel, lucrul mecanic eare trebuie efectuat impotriva
fortelor dra\'ltatlonale pentru 2 desface sistemul n materie difuza imprigtiata
la  infinit sau, in sfirsit, energia care se degajd la formarea sistemului (prin
actiunea fortelor gravitationale) din materie .difuzd impristiata 1a_ infinit.

Astfel, energia de legaturi gra\'ltatlonqla a unei sfere cu masa m=1kg
si diametrul 2R == 10 cm, este —U =8§-107% J.

Daci raza sferei scade, energia potentiald scade (c1e¢.te in valoarea abso-
Jutd). Diferenta de energie potentiala se transformi in calduri. Astfel se ex-
plica in parte (Kant, Laplace, Helmbholtz) incandescenta stelclor, presupuse
formate din materic cosmici foarte rarefiatd, prin contr'lcue gr'\ntai onala
(vestul energiei provme d;n reactii nucleare).

s

8.10. ACCE‘LERATIA GRAVITATIONALA

a) Considerind Pammtul sferi omogenid sau format din patuu sferice
omogene, putem aplica for mulele de la punctul material. Fie M, R masa si
raza “Pamintului, m— masa unui corp la altitudinea h. Atunci,

M vM M ~M
P=—y—= . =—16 V=f‘|’-—=——--———"( ,
“T . (R4 RY r oo RN
_ (8.76)
Fe=—~y  — m1 = __”______}mM - mg =G, s (B77)
TR (R+h)"’ T R R
= Ty = Al = 1 878
g (R4 g"*"'R« 4 = Ruen)’ (®.78)

’ 3 ! 1 - A - 3
unde g, este acceleralia grav:tatlonal‘t 1a° nivelul mirii.- Cimpul gravitational
terestru coincide cu Vectorul acceleratiei’ grawta;}omlc )

Pentru indltimi mici de'!suprfl solutui (' € R) avem aprommatw :

, U m‘/ _._'YmM - H_-__Y _-,mM(R;TI!)l o
mM - _th : o
& — __.__R ‘-i-‘y__-—-—Rz = const - mgh; : (8.79)
VST A R S 2h
g | ———— {r el bn%r h ¢ R 3.30
e (e I Gt e

in 1930 a fost adoptati urmétoarea formuld pentru g(cp — latxtudme’l
b — altltudmea in metri) : _
g .= 978 049(1 —l— 0 0052884 sin? <p 0, 0000059 sin 2cp) —0, 0003086 h, cm/
(8.81)

{7

'rece suprafata S este foarte mare fata

Yp.ractic' nu variazid. Precizia misurato-
rilor este foarte m T Lo i
e mare. - - _ Fig. 8,17

b) Cunoscind v, R si; g, putem calcula: Ami idi
G donsiemen ! i:gs p tla masa Pamintului din (8.78), precum

M= gt,Rz"{ = 6-10**kg, (p>= TI =55 glem? " - (8.82)

In realitate, scoarta terestrd are o densi  de 2,3 ., do unde
g £ are o densitate de 2,5 g/cm?, de unde rezulti ci
dengt'ltea 111(11c1e1111m terestru trebuie s¥ fie mai mare de 5,5 gfcm®. At e
nergia de legatu
g g Ti gmvﬂ:'lt!onala a Pamintului® rezulta din (8.75):

P n , . 3 - a . - g ’ ‘. L3
entru o \aua‘m micd a razei, ohi;lnem din (8.75) prin diferentiere :

3 AR :
Al =2 1 -
U < Y AR U (8.83)

Daci raza terestri s-ar miegors rin co i i
{ esora cu 1 m, prin contractle ravitationalid a
globului, ar rezulta o enelgle ' e e !

——AU —-35 1025J

do peste.un milion rIe ori mai. mare decit roduc ia. mondm]
de energ1e electnca (~3.10" J), P L R anals acjtuala
Masa Soarelui M sc poate. calcula dm (8. 48)

4r* a® :

,'M_=A,T? =210 kg, (839
;Iunt?: 2 ;aijr?ﬂ?ulll?lﬁ (klma;este distanta PAmint—Soare §i T penoad't cIc revo-
c) Acceleratza gravztafzonala tcresi:a varlaza pe suprafa’ra Pammtulm
datorltd denmtat;lor diferite ale stratuulor geologlce (pe aceast’t 5€. h'lzeaza
si o metodi de prospectlune geolodlca pe baza anomaliilor n‘nwmetuce)
Variatiile Iui g se pot misura cu ajutorul barometrului universal al lui M. V.
Lomonosov (1757). (fig. 8. 17). In balonul. A este aer, iar in balonul B este
mercur, deasupra fiind v;dul barometnc Aparatul este mentinut la 0°C (intr-o

cuvil cu gheatd si api in echilibru ter-
mic). Temperatura aerului din A fiind
constanti, se apliciclegea Boyle-Ma, ;. -
riotte pentru transformarea izoterma :
pYV. = const. Presiunea p este insd echi- .

llI)I'al.d de coloam de mercur p o= pgh -/
Daci' g, vanaza, variaza p, deci si vo-,
lumul aerulm dm A, dem memscuf M? \ o
sg, deplaseaza in tuhm capllar Deoa-

CRRSANANRSNY

de sectiunea capilarului, indltimea h




- 8.11, SATELITII ARTIFICIALI - -

Satelitii artificiali se supun legilor miscirii ale Im Kepler Considerind
pentru simplificare orbite cnculare avem :

Fo Mg ; i (8.85)
s (RARE L RARI S RE Izu)-’ S
de unde | ‘viteza s perioada safelitulii: e o o
R0 — V¢
=4 ) = R
o L. (8.86)
,1,:2n(1;+11)=27;'a+hVR+:,_ |
p. g ’_.‘To' R

La nivelul marii rezulti (pnma vifezd cosmzca)

vI—Jgn ~ 7.9 kmfs, Ty =22/Fig~ 1Jh 25 min. (8.87)

" Pentru &' putea pirisi definitiv cimpul de atractle terestru; éorpul-trebuie
s aibi o energie cinetici cel putin egali cu enelgia sa potenhah sau cu lucru]
mecanic efectuat impotriva fortelor de atractie : -

o |

mv® S ‘ mM]
r

km
T = mgOR =

dr, vnh_\/zqﬂR JZoop =112 22 (8.88)
S

!"
""} FIP

— cea de a doua mie*‘a cosmird.
Exista si oa treia vitezd cosmicd, necesarii corpulu: pentlu a putea 1e$1
din clmpui gravxtatlonal al Soarelm, decl penuu g para51 Sistemul solar gia iesi

\111 spalml cosmlc 111terstelar (mtre 13 si 7o km[s H Ianmrea e’ pe Pammt)

v
o Sy

‘817, MASA INERTA $I MASA GREA.
" PRINCIPIUL ECHIVALENTEL = e

8.12.1. MASA INERTA SI MASA: GREA "

In legea fundamenials a_dinamicii intervine masa inertd sau inertiala
m, a corpuluj, adici misura inertiei sale, a tendintei corpului de a:si pistra
starea de miscare rectilinie uniformd, si de a se opune reactiona, 1a Torte apli-
cate. In legea. atractiei universale 1nterv1ne masa grea sau grawflca (grawta-
tional#) m, a corpului, adicd propnetatea masei de’ a genera un cimp O‘rav1-
tational si a suferi influenta unm cimp gravna’;lonal '

F=m1a, F =—"l’mg—2g' o \ (8.89)

'mtervme niasa inertd.

Aceste legi fiind independente, s-a pus problema dac# masele-inertd si grea
sint diferite sau reprezintii o aceeasl :mirime fizici. Experientele de mare
precizie ale lui Eétvés au ariitat cd cele doud mase-sint proportionale, si in
unititi adecvate (de exemplu, in SI); sint egale (primele experiente au:fost
facute chiar de I. Newton) Experienta lui E4tvos se bazeazd pe. fapLul cd
greutatea aparentia unui corp este’ ega-. ‘ . :

12 °in modul cu tensiunea din firul de

suspensie (fig. 8.18) misurati de exem- - 7

‘plu cuun dinamemetru. Directia firului- . SR VS
de suspensie. nit coincide .cu. dlrectla‘;;‘ :

L D c
m;co Rcos/gﬁ__

razei terestre In adevir, tensiunea. T
dmﬁr compusa ¢ forta de atrac‘;le gra- .

vzta-;‘wnala,-m,g, in' care intervine masa
grea, trebuie si dea forta rezultanti
centripetd (din cauza misedrii corpului ;..
pe cercul paralel odati cu rotatia diurnid .
a Pammtulul) m,mzR cos @ (conform .

legii fundamentale F = ma), m care_

. Pentru unghiul de deviere « rezulta
tgoc.— “m;»% R cos @ sinig’ _ - .{}’—*'
T Mgy = m;mali’ cos® @ o
2R cos ? sin 1 g

(8 90) '

’o;aR cos*: cp
amy EREES

Daca masele m, g smt propor[:mnale unghml oc va f1 acelasl pentru toate
corpumle (adic& dzreci;la f1rulu1 dé suspensie riming invariabili daci schimbim
gorpurile suspendate), ,ceéa .ce .este, confirmat, de -experientd.: Prm urmare,
mertm st gravitatea;sint, proprzetatt ale unei wmase mnice.; - - :
S sar putea construuun sistem de: umtai;l ,,grav:t’ttzona f 111 care y;

4

.A ljnc1 dzmensmnea Jortei; ar. Loz oo o e b i b D Did .u.;;-
B
at T R S r i EER ‘-:‘;1 D
n'sc ,"1‘ legea fundamentala a dmammn‘ ar aparea un coeflclent parazxt
¥ e - \_.:.l [F] MZL—z e i .
HEARARIN 4 _Ama [k] = ,.__-'L'-n WTZ
Sar T [m] [a] HMLT cE L

avind, valoaraa vk = Ih' ——1101!/6 67 kq 52/m3 sttemul SI este decl un

sistem s, dinamic®. (sau-,inertial¥). T R E T

8 12 2 PRINC]]PIUL BOHIVAIH]NTEI .

\itatlonai I‘ capata 0 acceleratie 4 = I‘ 1ndepe11denta (Ie masa’ particulei.
:Pe dg altd parte, ¢ partxcula izolatd, con51dera i intr-un SR nexnertlal care se

B
-deplaseaza s acceleratla a fai;a de SR mertxale, se compurta a'
ity i

are o accelératle — q, mdependenta de masa partwulel Tie; de exemplu, (

"g, anume



rachetd care’se miscd in spatiul interastral, departe de stele, astfe] fneit cimpul
-gravitational si poati fi neglijat, Cit timp racheta se miged rectiliniu uniform

fatd de SR inertiale {(de exemplu, SR astronomic, legat -deé stelele ,[fixe”),
toate obiectele din rachetd vor:fi in stare de ,,1mponde1ah1ht'1te in ponln

1nd1feren;e ﬁ}\e f'u}a de rachets. Daci r‘lchet't capat.l o ﬂccclerahe a fats
de SR inertiale, toate ohiectele din mteuolul e1 wn ,,cadea eu, acceIclaha

—~a corespunzitor forfei complemenmre T = oyt Dar, :in: acelasx mnod
s-ar comporta cmpuule din interiorvl l‘aChetEI, d'tca ea s-ar. migca-inerfial

si tnschimb a1 acllona un ump gla\ltahonal omogen I‘ = — a gcnelmd forta

de greutate P —mb — Fc. Niei o e\penenia cfectuata i interioriil raclictei
n-ar putea distinge dacii- ne aflam fntr-o' rachetd in miscare ‘acteleratii-fati
de SR inertidlé san ne miseim 1ne1ual (Ealade btcle) dar ne aflim intr-un
cunp grawta{;lmml echivalent.- o R PR B LA

Rec:pmc,\daca racheta se miscd hber futr-un Clmp gr‘l\’lt'lf,lon'll P de
exemplu un ‘satelit mtlflclal in clmpul1 ﬂ’mvltatmnal telest‘ atunc: ea

—) 1
capata 0. acceleratie a =T, deci constllme un SR nemelhal m mlscalc (,u
!
) Dar

compmtalea obiectelor intr-un SR neinertfal-in migcare cu accelelaha a‘ceste
identicsi, dupd cum am viizut,.cu corapor tarea, lor intr-un’SR: meeri in care

ar actiona un mmp glav:Lahoml -—a, care tocmal compenseazq.mmpul gra-
\'11.aL10na1 dat in care se-misedl liber racheta. Ca rezultat, obiectele din inte-
riorul rachetei- devm ,,nnpondembrle icomportmduusevla fel-ca-intr-un SR
inertial si in absenta cimpului gravitational. Prin urmare;considerind miscarea
fatd de un.SR _neinertial miscat adecvat, putem ,anthila® (loca]) cimpui
glavltatlonal Un alt e«hemplu ccleblu este, ,,hftul lui Elnstem . Daci llftul

=cahma dev in

aceastd accelerafie (in cazul satelitului,’ accelelahe orawtatlonal i

: 23
_-.1011ala,g, toate- ohleciele din

,1mponderabxle (cad lacfel, cu aceeai acceleratie 7 ¢a An expenenta cu'tubul
lui Newton), ca si cum liftul-ar stas pe lo¢ si ar dlspdlea clmpul gla\’liatlonal
Reciproe, dacii liftul este tras vertical’ in' su$- cu acceleratia g, toate’ obiectele
din cabini devin de dou# ori mai grele, ca $1 cnm liftnl ar'sta’ pe'loc si cimpnl
giavmllonal s-ar dubla. -

‘Comportarea identici a corpuulor 1nL1 -un cimp grav;tahonal si intr-un
SR nemertlal constituie prmczpwl echivalenfei dintre grawtatle §i,jinerfie
(dintre forlcle "de’ grawt‘tl,,xe si fortele de, 1nertle) Acest” prinéipiu rezulti din
?eqallt‘ltea dintre: ‘masa-inerti si_masa grea si stii la baza teoriei refativisie a
gravitatiei (teoria generaldi a- relauwta;n ¢reatd de A. Einstein in 1915-—1916).

. Trebuie.insi: cbservat-cii echivalenta amintitd are -caracter local (pe in-

tervqle mici de spatiu si timp) si nu gloh'ﬂ cimpiirite gravitationale reale fiind
totdeduua neomogenc.

Problemii rezoly at:‘i 0 navit cosmicd de masi M = 12 t se mised in jurul Lunii pe o orbitdk
circulari h\-llutudmea h==100. km. Pentru a trece pe orbita de aselenizare se conecteazi pentric
seurt timp motorul. Viteza de ejectare '’ ﬂauelor u= 10 lxm;'s Raza Lunu RL = 1 7100 km,
acceleratin. ciiderii-libere 1a suprafaia’ Lunii = 1.6 mys?l .. T TIE

a} Ce cantitate de comhust:hll tlcbum consunnt pentru ca prm conectare'i mol.oru]m in
'reginy de frinare in punctul A al traiectoriei nava’ si aseleriizeze i punctul B (fig. 819, &) >

b Ina doun variant:i a aseleniziirii, i se comunici navei, in punctul, A-un- jimpnls. indrep—
“fat spre céntrul Lunii pcnl,lu a o trece pe o orbiti tangentd In Luni. in punctul C (fuc, 8. 19 b)-
{Ce c’lnt:Late de conibustibil; tichuie consumat: in acest.caz::: = LGl

Fig. 8.19

Rezolyare. a) Dupd impulsul de frinare. nava are viteza B,A in acelasi sens cu vileza i
de dimiinte. Couform legii lui Kepler nava se va misca pe o clipsi cu centrul Lunii in focarul
clipset 81 cu virfurile elipsci in A (,apogeu®) si B (.perigou®). Dupi incetarea funciioniirii mo-
torului scriem ecualia conserviirii energiei mecanice (cinctice si potentiale) si a momentului
cinetic fa{i do centrul Luaii {pentrn punctele 4, B);

1 A — I —
— (ﬂ;[ — Inc.)nfi — YM: .l 7(11-_[ _ In::)”; — YM'

2 O Rp4w o2 R;
(M — myp (R, + b)) = (M — mv,R,.

Din aceste ceuatii oblinem :

7y _V T MRy = I 2 g
o “U(Rp ) (2R 11) ; L (RL + h) (2R[, + h)

1

unde '1m tmut seama ¢4 gL = y‘»IL[R;
Viteza initiali a navei se obtine din legea fundamentali

AL Mpr - —a, 7
- s o=+ =R, IBlcm,fs
(RL - RE R A YR +h R +’

Su ot conacr\'uc'\ unpulsulm m procesul de frimrc

Mp = (M - myr, + m(v + u),

de unde
(M — me) {z — vl) = mcu '
Dar St e Soale : DEEE S
b — v, = RLV bz ( 1 -V_EF_L__] -1 ._.7......__.‘;1__._ ~
R+ I 2R, + 0/} ]/1+fl,f2RL e
R ol 1-—,,.h =p h &2 m,u's. .
AL B 4R, f] AR e
; o G . B SRR A
in sfirgit. o R TP A T
v - vy v



Se poate folosi direct: formula Iui Mescerski:

A N .
D—vdmuln—mi—l;-:u,ln;-x uln 1+--~] i le
, e G ¥ M

"nf — m, b1 M
h) Seriem Conser\ﬁrca encrr'uu " : '
UL(M —m)_ 1 :,(M - )vc M (M —my
Ry h 2 . . Ry

o

-:;_— (M - m,,.}vA—

u;—-02+u,..

unde », este viteza unpmnata radial cilre centrul I_unu
Scriem conservarea roomentuiui cinetic (fald de centrvl Lunii)

(M — m)o{R;, + B) = (M — mJvcRy,

unde componenta v, nu contribuie evident:la momentul cinetic.
Din aceste ecuatii obfinem :

: 'U,;IIV-—"(“‘ Ub mfs e ' .f;
L RL—}-II . SR

perr

Din conservarea impulsului pe directia 1'adiqlﬁ, avemi. -

0 :'(;ﬁf - mc)v,‘, ~'m t'z,'"

- m, = M —2 VLT 115 kg
v, -1 u

PROBLEME

8.1, &4 se calculeze cimpul "grawt'qwml I' al unui inel sibjire de masi m sirazi R, Ia
o distantd z de‘centrul fnclului, pe axa acestuia. La ce. dxstania cimpul este maxim §i ce va-
loare are?

EE

. I\_ __f'_’ r 'R[V2 = 2Ym_.
(R”-I-"“)"‘“ <F . 3R/ 3 B .,.

m

$.2, Doud sfere omogene dc raze Ix‘, e .s: mase m,,. aflate la dlshma { dxntre centrele lor,
pornese din repaus sub aciiunea forfelor dé atraciie gravitajionalia. Cu ce vitezdi relativi se
vor ciecni cle ?

]

1 1
Re v,=| 2yum +m [_—.- -.....]-
' V * ol I

£.3. Doui particule de mase my,,, aflate la distania [ dintre ele, pornesc din repaus sub
actiunea fortelor de afraciie gravitalionald. Dupi cit t}mp se cigenesc ele ?

FR o F A s
xi. [=‘ e i[ V : i ‘- .
2 2y(my -+ my) .
8.4, Un corp este arun(‘at \ertaml in sus de in supr'ifata Pimintului cu viteza initiald »,.

Neglijind rezistenta aerului, sii se afle la ce’ indljime maxima se ridicd corpul st hmpul de
urrare (s¢ tine seama de variatia lui g cu altitudinea). oo

R D= RL’- ‘i,‘-=i— vy —}: 2R g:R_._. aresin ——s
2gR — 1} 2R — 03} - V2gR-73} V2R

8.5. Un corp de masi m cade de la- iniltime mare k&, fird viteza initiald. Neglijind rezis-

tenta aerului, si se afle energia cmctu:a cu care ajunge corpul la snprafa fa Pamintului si timpul
de cidere, RS .

R »‘ 1 ty . ’ ’ ’ ————
R E.=mgh z_, =— VR + ”[VR!: + (R + b aresin —"’— -
: R‘l'h W R 2g - R R'f'h

8 6. Cunoscind dumta anulm T =365 zile = 3, 15 107 s, dlstanta Pamint Soare R
= 150-10* km $l uuﬂluul sub, .care se vcdc de pe Pamlnt discul solar o —‘32’. i se calculeza
aghelemtm grawta;mnala dc cadelc hbera la suprafata boarclm.

I, 95#""2—' -1—‘3-1?_,,,’&"270 m,'s’. A
o

8.7. O planetd dascrie o elipsi cu e‘cccntnc:tfttca e. Stund v1tcza n a planctm Ia pen-
heliu, si se afle viteza ei;la afeliu. - e i s :

o N . . hi - . Lot Lo

1=
14e

8.8. Peatra miscarea uned planete in jurul Sofu'elui De oclipsd cu semiaxa mare egali cu a,

R, »n= .

1 .
s3 se arate T - - = —
cdi @) vi=yM {r ] Eb) U = V Y,_—-I 0) },/vlvq = Uy unde v, sint

-~
P

vitezele la extran'tifile unui diamaten al orbitei si v, = Plyage

8.9. Un satelit se mized pe o orbitd cireniard de razi r cu permada de revolutle T. Daci
i sa imprimi satelitului o vitezd radiald u sau o vitexil suplimentars tanﬂentlalﬁ i, el trece pe
o orbitd elipticd. Cire va {i noua parioadi de revolufie in cele dousl cazuri?

. ey - )
_' R T= T[1'i— (.llfl' ) J 32 e 2l + _u_I_‘ ._‘.B_“? 314, -
iz @;‘1 2wr : I o

8 10. Pentru misiarea uncl planate pe o orbitid elipticd, de excentricitate ¢ i pqrametru P
53 se deducl urmitesrele formaule pentru co:mponentele vitezeis :

ot YA et S YRL s i e
v, = ' —"esin’g, =/ =1 eospy ot

by = _I/_Y“Ih ’ -
b

respectiv

u,‘:"vxp—[(e +eosf). o c

“".'!I"»

© B4 se arate cXruodBgialul vitozel esteud eere du mzftl/—« =i centrul ln[E Ve YM)
3’

P
respectiv (O. e V_YMJ' oo
» n

“g.11. O cometd se miged pe 0 orbitd’ pu‘abohca ‘de pardinetru p La penhehu vitéza el
este ;. 5S4 se afle viteza comeLm la distanfa r de: ‘Soare.

AT a0 e

' P
. b‘:”ng .



- 8. 12 Si se arate cil Ia misecaréa in’ cimp central, energia cineticit se poate scric sub forma g

)
2m do

8.13. Un punct m'Ltcl Lal s¢ mmca sub actmnea une: fo: l,c Lcntrflle intr-un mcdm Terl htcnt.
Si se arate cit ovicave ar fi legea forfei de 1enstcnta, punctul dcsu ic o tialectm;e pl'm.s '11 ciirei
plan trece prin’ centlul fortm y :

814, O p1rt1cula de masi m, sub actluuca 11[101 fo11:c ccntrale de atl 'w;m, ‘descrie un eofe
derazi R, eentrul forfei fiind situat pc cere. Cind pm ticuld'se gdsestc la dlstanta S de centrul
forfei, viteza ei este v, Sit se afle viteza particulei i legen forfei in funciie de distan{a r pind la
centrul forfei. ! o o -

L1

R = 4R2uo,’r” F=— 32an~= virs.

8.15. O nava se 1ote§;te cu viteza unghivlard ,. Penavil ‘existd un velant carépoate fi rotit
deun motor in jurul aceleiasi axe ca sinava (fig. 8.20). Stiind momentul de inerfie al volantului I

Fig. 8.20

gial navel intregi I, s s¢ cqlcnlczc ce lucl u mccamc irebuic sa cicciucfc mctm ul pentru a oprx
.. ! -

retalia navel.

oW '='i—-——1“”“"1) ok S ,

$.16. Stiind distantn minimd ry (perilielin) sl cea ma\ml.i r. (afelin) ale unei planete de
masi m, fati de Soave, de masi M, si se alle perioada de revoluic T si momentul cinetic L
ale planetéi [aii de Soare. Sc dii constanta gravitationalid -y.

R T =l Gt oM, L= m Syl + o)
$.17.  Stiind pericada derevolutie T a unel plancte in jurul Soarchti, si se calculeze in ¢it
timp cade pe-Searce (neglijind dimensiunile Searelui) un corp de.la o distanii egalit cu-raza

orbitel planctei.

R o= T2 o

6.18. Si s¢ calenleze prosiunea p datoritd gravitatiei in interiorul unei slere omogene de

masi m si razd R (se dd coﬁstanta.gravita;ionﬁli ¥) {grad p= p]?).

n. p=

Rt

3'\,'}?;!"‘ 1— r?
8R4

. CAPITOLTU L 9
CINEV_[ATICA MISCARILOR RELATIVA
SI ABSOLUTA -

‘\hscarea corpurll{n este totdeauna studntq in Iaport cu un SR. Oricare
ar fi SR ales, el se afld la rindul siu in migcare faia de alte corpuri. Este im-
portant de stint cum se schimbi méarimile fizice cind trecem de 12 un SR la
altul, ce este intrinsec (absolut) independent de-SR si ce este relativ, depen-
dent de SR ales. .

9.1. MISCARILE ABSOLUTA,
RELATIVA SI DE TRANSPORT

Fie douit SR ; unul din-ele se con51de1'a pun convenlie fiz (S), far celilalt
va fi atunc:-numlt mobil (S). Miscarea corpului fati de SR fix se numeste
absoluti, iar fati de SR mobil — re- ]
lativd (\Iauotte) Miscarea SR mobil, ~ - torp
fmpreund cu toale punctele legafe rzgzd T N
(solidar) de el, fati de SR fix, se i
numeste miscare de {ransporf sau de absséau?g
antrenare (fig. 9.1}, /

-Miscare
rp!aﬂva

Exemple: a) Miscarea unui pasager faji de
vapor este misearce relativi, miscarea au,lun;.t
pasager falfi de ocean — migeare absolutd,mis- .

carea vaporului [falii de ocean — migcare de " . ' .
transport . ? S fix Miscare d.? S'mobil
. . _ . transpor
B M . n = " .
# Miscarca unui satelit fafii de Piamint I‘;g 9 1

este  migeare relativii, migearea acelmasl satelit, ’
fajd de Soare — mmmc abso]utd misearea P.;mmtuhu f'“d. de Seare — mlscare de transport

9. 2 COVIPUNEREA DEPLASARILOR SIA VI’I‘EZELOR
9.2.1 TRATAREA SINTETICA

TFie un punct material, P a cirui 1msune este studiali sau rapertati la
douit 3SR (repere), unul considerat [ix S si aitul mobil §' (fig.' 9.2). Dupi
un interval de;timp- Af ==f, — I maobilul se deplaseazi (privit din S) din- P



in P, iar reperul mobil se de-
plaseazi din pozitia §’ in po-
zitia 8 (fig. 9.3). Deplasarea
absolutd a mobilului, fatd de
S, este
- —_— — -
Argyg = PPy =pr —r.
Pentru a giisi deplasarea
reiativd trebuie si marcim
mai Intii fatd de S; pozitia
initiald a mobilului asa cum a
inregistrat-o si o considerd in
- FI" ‘continuare observatorul mobil
x ot t s wrn e or (dineS'), wdicd pozitia punctu-
‘Tig. 9.2 : . ni P deplasat sofidar cu S'.
. “Acesta este punctul P situat
fatd de S] exact la fel ca P fatd de S'. Pentru observatorul mobi! punctele
P, Pse confunda deoarece reprezintd pentru’ el pozitia-initiald a mobilului.

M LT L

e el Fig 93

B . B T e

Deplasareé. Pﬁ,,répfr_ezintﬁ -pentru observatorul fix (din S): deplasarea -unui
punct P legat rigid de reperul mobil 5, deci reprezintd deplasarea del_lmnqurt
saun deantrenare: [ TS R PR e I SR F PR AP S ST At v

- = -
P.=r—r. -

-
o Aryg-=

- faT
: P

Py

Pentru observatorul mobil pozitia inifiald si cea finald ale mobilului sint

-
- =
!

PR P A :
si P, si deci deplasarea relativd Ar,, = PP, =1, — 1.

1 b

Aceste pozitii
= - .. -3, = a 2 - . A : . H 1 3 -
', ry-st-aceastd deplasare ri'— r" in intervalul (f; £;). pentru’a fi considerate
relative la 8’ trebuie misurate cu instrumentele de misuri (1‘1_g1e’ 5i"ceasornice)
proprii observatorului mobil S’; adiciiaflate.,la bordul“ lui S%-deoarece, in

T

RS q:s

adevdr, observatorul mobil misoari clementele miscivii relative  la i,
rla unde {" ~ “timpul mésurat'in 5", deci fats de el; ¢u’ mijloacele sale
proprii. Instrumentele din S’ pot fi de exemplu transportate din S sau etalo-
nate (sincronizate) dup# cele din S, 1d'un moment dat, dupi un anumit proce-
deu sau construite dupi aceeasi.,reletf”, . _

' Se pune intrebared’ dacid misurind ‘aceéasi distantd (de exemplu, PP)
sau lungime a unui-obiect sau duratdi a unui proces (de exemplu, Af =f — {,
respectiv Af" = 17— ), din diférite’ SR, se ob{in aceleasirezultate sai, altfel,
dack rezultatele mdsurdforilor de lungime si duratd.depind de starea de miscare a
irstrumentelor sau a obicctelor mdisurate. -

in mecanica clasici se: considerd ¢i lungimile si duratele, méisurate in
diferite SR, sint egale, independente de miscarea SR sau invariante 1a schim-
barea SR sau, altfel, au un caracter absolut (desigur cu rigle si ceasornice
etalonate identic). :

O serie de experiente efectuate la sfirsitul secolului trecut, privind pro-
pagarea luminii, au dus la concluzia ci la viteze mari, apropiate de viteza
fuminii in vid (¢ == 3.10° m/s), ipoteza de'mai 5us hu mai este corecti. Astfel
s=a nidscut teoria relativitdtii (A. Einstein, 1905). De mecanica relativisti ne
vory ocupa intr-un capitcl aparte (Cap: 11). B

Riminind in cadrul mecanicii nerelafiviste (viteze obisnuite, deci mici
fatd de viteza Inminit), este valabili ipoteza caracterului absolut al lungimilor
si duratelor. Atunci, conform figurii-9.3, in relatia
T  Pp, =PPH+ PP, S {9.1)

— L ERRARPEEE L TR AT :
deplasarea PP, are aceeasi valoare.in' Ssi ', deci poatefi considerats dépla-
sare relafivd AF;M, adicd misuratd ru inctrumentele din S’. Obtinem astfel
legea de compunere a deplasdrilor : '

.‘ A“;ahs ﬁ A—;'rel "{" A-;tr : Siill" drabs = d_;'rel '.'I_\drl"r;,- s - (9'2)
- Cum am presupussi caracterul absolut al duratelor Af = f, — t = A =
= [} — {' sau di =dt’, impiirtind relafiile de mai sus la. Af = Af’, respectiv
la df = dt’, obtinem legea de compunere a vitezelor:

- -3 - > ! - . -
: Aﬂnh's T Arrel . Arzr '--'drabsff_” drpe 4 dry, .
a— s —

NE
A A T TA Ta T ar
-gabs = I;)rcl + ;tr- (9.3)

9.2.2. TRATAREA ANALITICA

S4 deducem acum analific compunerca deplasirilor si a vitezelor. Conform
figurii 9.2 -

.- ’ h - - bid . - : , : N
r=r,r, dr=dr, 4 dr, ' (8
—¥ b1 -2, — g s -

Ar' e 2V 4 dy' | 4 AR A R yd) AR =

. L-’.—) o L o = ’ - - ’
i R L AT T 1)
. dl’- v - (U R A




unde !’ este timpul in reperul S’ si am aplicat formulele Ini Poisson. In vir-
tutea ipotezei caracterului absolut al duratelor si lungimilor: ¢ ={', df =
=dt' si coordonatele &', ', 2’ ca si dz’, dy’, dz’ coincid cu cele relative, misu-
rate cu instrumentele din S’, prin urmare,’ ' :

& =Vmdt+ 6 xF a7 =t +axr. (9.5)
Observim ci dr/dl =5 = by, in timp ce dr' jdt # Ve, ci
At =g+ o x . (9.5
" Rezultd astfel legea de compunere a deplasirilor: '

Tane = A7 =2 dl =dry 4 @ X 7 At + bpgy df = -

| — et At A (B - & X FYAU = ATy + drys - (0.6)
si legea de compunerce a.vitezelor: ' '
Vaps = Veer 1+ Vizs Davs =I‘, Utr‘=”—u+ o Xr | (97)
Vilezd relativd este > R A '
O Bam T A 09

unde in calculul vitezei relative variazi doar-coordonatele relative 2y, 2
‘ T “ R S '

ale mobilului fati de S" cui’, j’, k' consideraii ficsi.

. Yiteza decfransport sau de antrenare este o

I I T = -, S Oy e _ o . .
Pyp = 0o+ 0 X T =05 1 Pror L (9.9
este viteza mobilului P considerat legat rigid de SC mobil sau, alifel, esle
viteza punctului ,,suport®’din S”prin care irece"mobilul P in momentul res-
pectiv sau, incdl, este viteza mobilului fati de S dacd mobilul s-ar opri in acel
. o o . . P . s o -3 .

moment fatd de S*siar {i doar antrenat-de S':'Viteza de'transport vy, s€ com-
pune in general din viteza de translatie v, a originii lui S’ plus o vitezd v, da-

e Y ) T, 3 A - ’ . - —* V‘ ) 1 - 1} -
toriti rofafici reperilni S’ in jurul axei w,asa cum am vizutla miscarea rigi-
dului. L e B -

9.3. COMPUNEREA ACCELERATIILOR

Derivim (9.7 : - o0 0 T

.
ET [ - e T .
Y fgpg == Vapy = Urgl vy,

-~ r -:, . - A ~ -2 ) :-) L] . ’ -’ " --
unde ins#, v, nu coincide ined en e, la fel cum r nu coincide cu vy (9.5),
anume : ' IR -

: yrc‘l . (.\':’i’ +y-f? + Z-’E’)- =:}_‘;’? + yrj’.r + z"fl_{"f +

~

+ J\’_I’r + .Ij"j’ ‘J.‘ Z'l_{)’ = &:el +‘:; X. 1—’;el.- - (910)

> -
La fel, v,, nu coincide en «,, anume

T T
Dy =V F & XTI +o XTI =t +eXT +

_ X (s + @ X T) = e -+ © X Vrere. (9.11)
Obtinem astfel legea de compunere a acceleratiilor (G. Coriclis 1831) :
Eabs = (?rcl —l" f_;tr + 25 X l;:el = (?rel + &:r + &’cor’ (912)

unde
g = &1 + T 4 2K (9.13)

este evident accelératia relativd;

‘Ztr:_;o—i—mxr’—}—mx(mxr’)—ﬁ—g‘,—l—az—{—'am' (9.14)
este acceleratia de transport (sau de antrenare), adici acceleratia acelui punct-
suport din S’ prin care trece mobilul P, aga cum am vizut la miscarea rigi-
dului (Cap. 5); ' ' :

e = 260 X Doy =26 X D1, (@ X U1 =0) | (9.15)
este acccleragia Coriolis (matematician francez 1792—1843). Aceasti acce-
leralie suplimentard este perpendiculard pe axa momentand de rofajie @ 5i pe

viteza relafivd ;m,'si apare numai atunci cind S’ se rotesie 5i migcarea relativi
a mobilului are o componentd fransversald pe axa de rotatie. Acceleratia
Coriolis este un efect de interferentd® dintrc miscarea relativd §i cea de
transport. ) o -
Aparitia aéceleratiei suplimentare Coriolis se poate explica astfel's chiar
daci mobilul s-ar migea cu vitezid relativd constanti fatd de SC mobil S'; fati

de SC [ix § insd, vectorul v, se roteste datoritd rotatiei SC mobil, ceea ce di
. s a1 -

o acceleratie absoluti suplimentard o X Upe == E- Aeor (pe 1ingd a;q dacl vye
“ o s 1 - . . .

nu este constant fatd de S’). Cealaltd ]umatatcg o provine din faptul cé
mobilul trece in miscarea sa relafipd (fata de S') prin puncte-suport ' avind

- —_ > N - R - . . -3 - Ll

vitezele 0,4, = @ X I dilerite, datoritd variatiei lui r'eu dr’ = v, di, ceea ce
' - - 1 - . = -

di o acceleratic absolutii suplimentard @ X U= > door (pe lingd ay;), egald

deci cu variatia vitezei de transport datoritd deplasarii mobilului fald de §',
pe lingd cea datoriti miscirii lui- S* insugi.

Exemple

1) Sistemul mobil S’ In rofafie uniformd, fard translatie (alegem Ty =
= 0}, deci 1_;0 =0, ® = ¢onst, e —=o =0,
Viteza de transport se reduce la ;m (deoarece vy = 0):

- - -

V=0 XT =ty =& X R (9.16)

ann



. - ) 5 : ’
Acceleratia de transport se reduce la ¢, (deoarece v, =0, =0 =0):

2

- - ~ - - . — it - 1)2 -
€, =0 X (@ X7) =4a, = 'R’ =%y — (9.17)
I

S4 considerim acum trei cazuri. Mobilul se miscid wuniform fati de SC

mobil : @) paralel cu o, b) circular in jurul axei o, ¢) radial fatd de §
(fig. 9.4—0). .

—

wih

-
Tohs

—_
Yeor

Fig. 94 Fig. 95

. @) In acest caz (fig. 9.4) :_&m = 0 deoarece 17”1 nu variazi fati de S';
Q.0 = 0 deocarece T},el este paralel cu ® si deci @ X —z;m = (. Atuneci Euhs s&
reduce la a,, (9.17).

Mobilul descrie o elice infisurati pe cilindrul de razi R’, avind o miscare
elicoidald uniformi (71’ — 1 — versorul normalei principale la traiectoria

— -
absolutd ; ayps = a, — acceleralia normalila trajectoria absoluti ; R’ /8in® o =
= R — raza de curburd a traiectoriei absolute)..

. - - = .
b In jcest caz (fig. 9.5) : ¢ = n'0iy/R’, miscarea fiind ecirculard uni-
formd si vy variind ca directie ;

&
Vil

- -3 1)2 —a’ - -
daps = — 0 +7;~n + 20 X Vs (9.18)

- — - F)’
Qoor =20 X Vet = 2, 1 este centripetd.

a@ P: de altd parte, devarece avem algebric pupe = Urq = Per, Tezuli
rect : .

R R R R
ceea ce coincide eu (9.18) deoarece

2 2 2
- Pans 2r Urel 2 20,00 } =
aps = n =— by + 1:1" + relvir 11’,

- 20 Ve
R

_ Mobilul are o miscare circulard fafd de ambele SC (' =n, R =R,
LB =an)- '

Ueor = 2000y =

(9.19)

-
Jumitate din acceleratia Coriolis provine din faptul ci vectorul vy, este

- -3
rotit solidar cu S’, deei apare accelerafia suplimentard o X Ura- Cealalta
jumitate a acceleratiei Coriolis provine din faptul cd viteza de transport
- —_ = -y -3 : . . o r
vy = X =@ X R variazi datoriti deplasirii relative, fatd de §', a
mobiluini, adici datoritd variatiei lui
- =, - = -_ . -
rsau R'; r=R =vre1,_> cjin:=,c'1+ apare ok
acceleratia suplimentarf @ X vp (vi-
teza de transport este tangentid la
cere si schimbi direcfia atunci cind
mobilul se deplaseazi pe cerc in mis-
carea sa relativi).
¢) In acest caz (fig. 9.0) :
s - —
dpey = 0: atl‘.= sz’H'5
- — -
Loor =20 X Uyol (9.20)
{este tangentiald). .
Jumitate din acceleratia Coriolis

Ecor provine din faptul c¢i viteza rela- Fig. 9.6
1iva B, este rotitd solidar cu S, iar
cealaltd jumitate din faptul ci mobilul in migcarea sa relativd se depiirteaza
de axi si ajunge in puncte cu alte viteze de transport ;t,.
Mobilul descrie o spirali parcursi accelerat.

—- > b
.2) Sistemul mobil S’ in {ranslalie, fird rolefic: » = 0. Atunci ¢ =0 =0
) —
si nu existdi acceleratie Coriolis: @eor =0,

- - - — - .
tabs = lrey A @y = e + o, . (921)

unde Eo =1;g, este acceleratia translatiei-sistemului meobil. Prin urmare, in
cazul {ranslafici reperului mobil legea de compunere a acceleratiilor este ase-
minitoare cu legea de compunere a vitezelor, fird al treilea termen (accele-
ratia Coriolis fiind nul#). =

Daci SC mobil se miscit rectiliniu uniferm fatd de SC fix (translatie uni-
formi), atunci a; =0 si

- -

Ugps = Ure1s (9.22)
adici dcceleratia unui punct material nu se schimbd afunci cind frecem de la
un SR dat la oricare altul, care se deplaseazd rectiliniu uniform fald de primul,
sau altfel spus, acceleratia este invarianid fati de astfel de schimbiri de SR,

sau Inca, accelerafia esie aceeasi foid de toate SR carese afld in translafie uniformd
unele fafi de altele. )

in i)articular, migcaree recfilinie uniformd (_’ =0) fnir-un SR va fi {ot
rectilinie uniformd fald de oricare ali SR care se deplaseazd rectiliniu uniform
fald de primul.

Daci un SR -este inerfial, atunci toate SR in trapslaic uniformd fata
de el vor fi de asemenea inertiale si, reciproc, oricare doud SR inertiale se
afla in translatie uniformd unul fafd de celdlalt.



9.4. COMPUNEREA TRANSLATIILOR SI ROTATIILOR

Experienta aratd c3, daci un. mobil este solicitat la doud misciri, rezul-

tatul final este acelasi, indiferent dacii misciirile au Joc simultan sau succesiv
intr-o ordine oarecare. Altfel spus, miscirile efectuate simultan de un mobil
sint independente una de alta. Acesta este principiul independeniei miscdrilor,
gisit si enuntat de Galilei. , o ‘

Se spune ci un rigid este animat de doui misciiri simultane, dacii are o
migcare relativd (de translatie si de rotatie) fatii de un sistem de referinti S’
si 0 migcare de {ransporf (de translatie si de rotatic) solidari cu S’ fatd de un
sistem de referintd fix S. ' . :

A compune cele dou& miscéri ifiseamnd a gisi misearea absolutd (de trans-
latie si de rotatie) a rigidului fati de sistemul de referintia fix S. :

Rezultatele de mai jos sint valabile in mecanica nerelativisti.

Compunerea {translafiilor finite sau infinitezimale se face dupi regula
paralelogramului, deplasiirile fiind reprezentate prin vectori liberi cores-
punzitori. ' .

Compunerea rolafiilor « se reduce lot la regula paralelogramului (G. Corio-

. A . ; , . L™ r
lis), dar {inind seama de pozifia axelor de rotatie, deoarece vectorii » nu sint
liberi, ci glisanti {alunecatori). ' : '

- - - [ - - . - - - i - . - '
Mai jos considerim rotatii infinitezimale sau rotafii uniforme (o =
== const). ' '

@) Axe de rotajie concurenfe. Alegind punctul de reducere (polul) in punctul
de interseciie al axelor, avem : : -
D=0y X T XT = (0 4 ) XTI, (9.23)
adicd se aplicd direct regula paralelogramului (fig. 9.7).
b) Deplasarea axei de rotafie. O deplasare paraleld a axei @ cu segmeninl
[ genereazi o translatie transversald @ % b (fig. 9.8). In adevar, a‘Iegind polul
in 0" apare o translatie suplimentard o X, egald cu viteza acestui punct,

-

iar axa o se mutd paralel in 0':
OXTEw X +woXb, (F=0+7r). (9.24)

Am folosit dealtfel aceastii proprietate in cap. 7.

Fig. 0.7 : Fig. 0.8

. ©) »Cuplu® de rotafii. Doud rotatii egale in modul, cu axele paralele, dar

de sens contrar (o_;, —c—S), dau o franslefie b X & = (—8) X (—o), perpendi-
culard pe planul lor §i egald cu ,momentul® cuplului (fig. 9.9). Aceasti trans-

latie se objine deplasind o axd pest
Ezemplu : migearea rezulta

e cealalti, conform regulii precedente.

nta de translatie a pedalelor la o bi(’:icletﬁ.. _ )
d) Axe de rolafie paralele. Deplasim axele in punctul @', definit prin

raportul distantelor saie pind la axe:

- wy L_LT
by by = wafooy, (03 g #0),  (9:29) '{
o TR (T <
interior san exterior dupl cum vectorll 0y sin. % g :
paraleli sau antiparaleli (fig. 9.10). Transla’;.ul‘e T
generate astfel sint de sensuri opuse §i se ani- Fig. 9.9

hileazi, deoarece wiby == 0 b, si se obtine o ro-

tatie purd @, - @, in 0’ (ca la compunerea fortt;c_elor p:11ralle:11;ar)l.a in axe pind
’ [ .Deplasiim intii, paralel, 3
ey Aze de rofalie neconcurente. arals TR
i tia el 4 si le compunem acolo dupa regula para :
la intersectia ei cu cealaltd §i m ac ‘ ¢ gra.
mului ; dar prin aceastd deplasare se genereazi o translatie. Deplasam ap
3

______ w{"

-
*

i

Fig, 9.10
ru a anula componenia translaiiei, transver-

vectorul obtinut @, -+ o2 pent
sald pe 231 + w, ; Tezuitd deci pivnna 1
care elicoideld poate fi descompusd in
unuj sistem arbitrar de forle aplica

1 hi iderfim miscarea unei particule i T
dEmn;,gh.lS.' :{t zgil;;(:fro;?;ne $O’ = O gi Cu axa ,,O:‘: trccir:fl per n‘.anmtgnn ?nunucltizicfli:;
care so afld ‘ticula, cealaitd axd filnd perpendiculard, ~08% (fig, ©.11). Descemp ! »
care sc afld D:clltlcug; descompunerii in componentele adiale §i transvel‘s.alv. Pixg(‘alcadp:}t_ x:
acfsyc ax;acigz:ig;;nsa absojuta peate fi privité acum ca fiind coorpusi du& m]i(m';aorda:ﬁ]zs
(lz'gcglipn(;c de-a lungul axe] Or — migearca radald, si o migcare detr antpoil de rotatie, .
§° — miscarca transversald.
Compunerea deplasiirilor:

— - -3 = =
Q= A 4 a0 Y, draps = 8, Gfpy = dris dry = rdf’s

a urmi o miscare elicoidald. Invers, o ms-
doud rotafii neconcurenie (analog reduc:r;x

sigidului la doué forfe neconcurente).
te rigi

ptr-un plan, Intreducem un sistem de

de unde compunerca vitezelors
-';:}'1_3 + 0 ?L=;re: +_E:re ;:bs':;: Viy =T = Up
Vip = Urot = r@ = gy
Gomponenta radiaid a vitezei v, = T este viteza relativi. iar cemponenta {ransversali rg = rt
este viteza de transport.

197



Compunerea acceleratiilor :

- s = - - o e N
g =T i, aq,=2¢ X — o'r=00] — 6,

-— —_ - ..:?
acn:=2m *® vm:g,-g]‘_

Ay o .
N
g P
AN (3 &F \ r -
7 dr
rdd < _
/A G
a8 , \
1} Pl
Fig. 9,11

deci
- - - - . i = I BR—
Qaps = Upoy + Uyp F Ugae == (r— O + (BI’ + 2 G).i"

T iy A2 . . N . aoow o w - .
unde la componenta radialt a4, = r — 0°r contribuie atit acceleralia relativit cit si o parte din

aceelerafia de trausport. far la componenta transversalds ag= 0r -+ 207 contribuie restul din

acceleratia de transport si acceleratin Coriolis. Am reglisit astfel formulele cunoscute pentrn
coordonate polare,

Obhservitim cd accelerafia transversald poate fi serisi astfe) :

1 d d 1 X
g = = P’—0]=—(r20).
rode df r

PROBLEME

%.1. Ua plan Or'y’ se roteste in jurnl oviginii O cu vileza unghinlard e == w!f). Miscares
unti punct [ajd de acest Man mobil este datd de ecuatiile cinematice o' = x’(ty st g’ = y ().
S se alle componentele acceleratiei absolute fald de axele mobile Oxp". ’ :

R, o =& = ey — wit’ — gl

a; =y + 208" — oy’ 4 2'o. ) - o
Dacii punctul se mised de-a Iungul axel Gx': g=y= y= 0 st regisim resultatele de la
exemplul precedent (o' = r, o = 0O).

9.2. O particuld P porneste din virful O al unni con de deschidare 21 si se miscd uniform
pe generatoarea conului cu viteza . Conul insusi se roteste uniform in jurul axei sale eu viteza
unghiulard e (fig. 9.02), 83 se afle mirimea acccleratiei absolute a punctului.

; verranaar

B.Ya = wvsinal o + 4.

9.3, Un tren (sau vapor) se miscli cu viteza v de-a Jungul meridianului. $3 se afle accele-
rafia absolutd a tremului in funciic de latitudinea o.

1
R o= = [#' -+ 20t R(1-+sin®p)rzd- Riwd cost o] 12

jur i qe OTIZOTILAIC UT Gl HUULIGLAYIG vasgasssars— = === .
roteste in jurul vnei axe of. J s :  ehigtara
Lsa,t.f:.ingslcs(:‘ir\?;;a O:c$se roti.stc tn jurul unci axe verticale fixe Oy cu acceteral gl
Ei.

. £ '} £t 33 P a i P -
cﬂnsta'ﬂta > Sd se afle vi teza un, rhi u].ara' a rotatieir BZ!]lt‘uth dach uutml corpul era in rej aus
]

Carc sint axoidele? } o
R o= Ve + e-l; axoidele sint doudt conuri eircul
comuni sub unghiul arctg ez/e:-

o}

are cu axele Ox, Oy i gencraloarea

7=
¥

L 4
Fig. 9.12 Fig. 9.13
ig. o

9.5. Si sc compund rotatiile din figura, 9.18.
- " = T oy — 00,8 :
. Miscarea clicoidald t @ = Vol 4 oz 0= ———VM

[0 714
0:0; '—‘ti‘—;) -
Glf + e

axa eclicoidali trece prin

9.6. Doui rigide sc retesc unifor

“> B . .
m cu vitezele unghiulare o, ,., respectiv in jwrul axelor fixe

Oz, Oy. Si se calculeze viteza ung

hiulari si aceeleralia unghiulari a

le rigidului 1 fafd derigi-

dul 2.
- — V—’——-——z
I ‘:ru = @y — Wy e = V&) + Wn
- - = _
& o = o % g = — Gz X O Era = e
I = - .
i i = ar 1un wnghi
9.7. Un mobil se miscd pe suprafata Pamintujul cuvileza |v | = consl care Tace un vng

= const eu meridianul Ioci:l'ui. C
a::u latitudinca g = 0 si longiludinea 0=07?

R ig [_'—“— — i) — ¢~ 0°l8 (curba loxodromd).

o=

i = i jurindu-l de
Mobilul atinge polul {p = w/2) inconjurindu-l de
Iloxodromci pe planul ccuatorutui este o spirald av

are va i traicetoria mobitului, daci el pot n.cste din punciu,

o infinilate de ori (§ — ). .I-‘roicc;.i:
ind cenlrul sferei ea punct asimptotic



CAPITOLUL 10

DINAMICA MISCARILOR RELATIVA SI ABSOLUTA.
~ SISTEME DE REFERINTA NEINERTIALE

Legile mecanicii clasice newtoniene sint valabile fati de SRB inerliale
(in miscare rectilinie uniformi fat# de stele si nebuloase). Fata de SR neiner-
linle (care se misca accelerat fati de stelele ,fixe) legea inertiei silegea funda-
mentald nu sint valabile ; corpurile nesupuse la forte se mi.:scé accelerat, iar
corpurile supuse la forfe se pot afla in repaus (relativ). Experiente mecanice
efectuate intr-un laborater neinertial ne permit si determinim acceleratia
sa fatd de SR inertiale (fatii de stele). (Apare totusi o dificultate legata de

cimpul gravitagional de care vom vorbi mai departe.)

- '10.1. FORTELE COMPLEMENTARE

a) Fie miscarea punctului material raportati la un SR neinerfial §’,

- . —
fatd de care acceleratia este a,.
Atunei,
- - - - ’ .
Azps = ey + Az + Teory (101)
de unde inmultind cu masa : a
—2 = - - -
F =ma,ys = mi, -+ ma,, + ma,,,, E (10.2)
— ’ -2 - - — — -
F—may, — Magor = My san F 4 F, = ma,,. (10.3)

Prin urmaze, intr-un SR neinerfial, in legea fundamentald trebuie adiugati
e =1 ~ P SV vy %] - I
la forta reald F, o fortd fictivd F, numitd for{d complementard sau pseudo-

for{d (sau forfd aparentd) (numitd, impropriu, si fortd de.inertie) :

= def - - -

-
Fc — — My — Mlgyr = Ftr "]" Fcor: (10-4)
2 det e - g g T e M
Fyo=—-may, =-—ma, —ma, — may = -— may, — mz X r —
-3 - -3
—me X (o X ), (10.5)
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-

Foor & Moo = — 2M & X Dy, (10:6)
unde F?u este forfa complementard de franspori si ﬁcnr este forta complementard
Coriolis.

b) Conform prineipiului III, fortei F aplicate corpului i se opunc foria

L . b .- : - - . .
reciprocd #' = — i exercitati de corp asupra ,legiturilor” (firelor, barelor
ete. care trag san imping corpul), adied asupra celorlalte corpuri cu care el

-
interactioneazii. Forta reciproci (de reactiune) ¥’ se datoregte inerfiei corpidui ;

- - -
corpul se opune fortei F care ii imprimi acceleratia a,pq:
-, = N, =3 - = A -
F'=— F = myy = F, — md,y = I, + F,, (10.7)
unde
—), -
F,=— muy (10.8)

se poate numi fortd complementarad ,relativd®. Prin urmare, forta reciproci

-
F’, reald, exercitati de corpul accelerat, datoritid inertiei sale, asupra Ilegd-
turilor, adici asupra cerpurilor care-1 accelereazi, este echipolenti cu rezul-

’

tanta tuturor forfelor complementare fictive 1:‘;—}—.}?6, presupusid aplicatd

A —
corpului insusi in reperul neinerfial. For{a reald, ¥’ — — F, aplicati legdturilor,
a fost numiti de Newton for[d deinerfie (fiindci se datoreste inertiei corpului).
Prin extensiune (nepotrivitd), forfele fictive complementare (presupuse apli-
cate corpulii in reperul neinertial), echipolente cu forfele reale de inerfie
newtoniene, auv fost numite tot forte de inertie.

¢) In particular, daci asupra corpului nu aclioneazi nici o fortil reala

(‘I’?‘ =0, -21“,5 == (), el se va misca folusi acceleral faid de reperul neinertial
{sub aci{iunea fortei cemplementare f:‘e):

g == 0, g = — Qo — Ueops (10,9
F =0, F, =— may, — Maeo, = Mgy, I, + I, = 0. (10.10)

Fortele complementare f5i fac echilibru si foria de inertie newtloniani nu
existi. : ]

d) O categorie importantd de SR sint SR proprii ale corpulul sau SR
care se miscé reefilinin uniform [ati de SR proprii. In astfel de SR corpul este

evident in repaus (SR proprii) san se migedl rectiliniu uniform (g, = 0},
-
desi aclioneczd o forfd reald F. In acest caz ecuatia (10.3) devine

FAF,=0, (G =0), F, =— F = — map, =17,  (10.11)
adicid forta complementari ??n este egalid in modul si de sens opus cu forla
reali f:“, deci este echipolentd cu forta de inerfie newtoniand aplicali legi-

5

turilor. In acest caz, rezultanta forteler reale F aplicate este in ,echilibiu®
-—

cu forta complementard F,. In general ins3, intr-un reper neinertial carecare

F+ F + F =0, ‘ (10.12)



N —_
adici rezultanta fortelor reale aplicate, IF, este in Lechilibru® cu rezultanta
futeror fortelor complementare

Byt B e — ity = — B T 1019

-
o

si rezultanta fufuror forfelor complementare FF, - I este echipolentd cu
forta de inertie newtoniani aplicat legéturilor (10. 7): Problema de dinamica
se reduce astfel Hiormai® la o pxoblema de staticdl (metodﬁ cinetostatici).

Prin urmare, numai in SR proprii (cind a,e] —0, I ﬁ()} forta comple-
mentari fictivi F aplicald corpului este echipolenid cu for La reald de reac-
tiune Fr=-F aplicatd legdlurilor, adicd cu forga de inertie newtomana ;

altfel & = T, - F.

¢) Subliniem ci fortele complementare (10.4) sint forte ficlive (in cadrul
mecanicii newtoniene) care trebuie adiugate la forlele reale pentru a asigura
valabilitatea ecuatiel fundamentale a-dinamicii in SR neinerfial con51derat
Ele nu sinf forle de interacliune, nu putem indica corpul care le-ar exercita,
de aceea nu li s¢ aplicd nici principiul 111 al forlelor reciproce. Desi pentru
observatorul inertial fortele complementare nu existd, pentru observatorul
neinertial ele apar ca forie reale, indiscernabile in cadrul restrins al labora-
torului sau (adicd prin rm]loaccle locale) de fortele gravitationaie, fiind aplica-
te fiecarui punct material si plopolhonale cu mﬂselc acestora, ca si fortele
gravitalionale:

Aplicatii

a) Intr-un vagon. migcat accelerat se afld o bili netedi de masii 'm,
asezati pe o masi netedd fard Irecare si prinsi cu un resort- dmamometru de
peretele anterior al vagonului (fig. 10.1).

Pentru. ohselvatorul terestru S hll"l se miscd cu accelelatm a — aabs, ca
si vagonul, fiind trasi de f011 aF = ma cir em ise opune 1‘eact1une’1 bilei (forta

de incrtie newtoniand) F = — T = ma, aplicald resor{ului.
=)
%;—ma £ !?’=-.E".L s
o2 i : N
E\s‘; m ) ;

T TT T T7 T I AT

Fig. 10.1
Pentra observatorul S’ légat de vagon, bila este in repaus, desi este trasd
de foria F indicati de. dinamometru, deci legeq Il nue Va‘lablla pentru. el
Adaugind insd foria . complementard flctwa P .ﬁl"t, = mau -_—_ul—ama
aplicatd bilei, ablinem rezultanti nuld : —|— F =0 si exphcam astfel echi-
libru! bilei si intinderea resortului. Forta complementara F este echlpol_enta

in cazul nostru (S’ este proprlu) cu forta de inertie newtoniand F' aplicati

racartnlid

forta centripetii dati.de resort (fig. 10.3) :

-sortului cu forfa eentrifugd de inerie :

< Taind fiyyl, bila se va misca rectiliniuv uniform pentru observatorul terestru
, in virtutea inertiei, nefiind trasi de nici o i'orga Pentru observatorul §

-insé, bila se va migca cu acceleratia am —— fald de vagon, §i pentru a
‘expiica aceastd mlg,cne accelelatd trebuie mtlodusa forta complementari

fictiva F = ma,el = —md =

-
= — F;, cidreia fnsii nu-i mati
corespunde acum o forta reald,
echipolentd, de reactiune iner-
tiald (fortd de inerlie) asupra
legiturilor (S nefiind propriu,
- =, — e
e # 0, F' =F, - I, =0 si
nu existd forii de incrtie new-
toniand).

b) Fie acum o platformi fn miscare de rotalie uml’mma cu viteza unghiu-
lard o in jurel unei axe verticale. O bili netedi pusi pe podcau*\ neteds fird
frecare a platformei sau suspendati pe Pimint in dleptul marginii platformei

(flg 10.2), ramine in repaus fati de Pamint (If ——mcra,,s = (), insid este in
1nmscaue circulard (—e) fatd de vagon. Pentru a explica aceasta in reperul S’
egat de platforma, introducem fmla complementmd fictivd aplicatad Dbilei ;

Fig. 10.2

=2 -

F, = matr — Mo,
au = w®Rn (centripetd), i i = — Mo* Rn (cenLuEuﬁa) (10.14)
&;m = — 2wvmn — — 20%Rn (centrifugﬁ), ch. = 2me®Rn (centripetd) ;
F, = mw*Ri ﬁma,ﬂ (centripeti). (10.15)

Acestei forte complementale F. no-
_ e i corespunde nici-o for{d reald, echi-
poleuta aplicatd legiturilor, " nefiind propriu pentru bild (11&1 existd fOlLd

‘de inerlie newtoniand, F=F + F = 0).
Daci acum bila este legati de centru printr-un fir cu resort-dinamometru

si se afld in repaus fatd- de platformi (fig. 10.3), atunei f
g atd d
are o migcare circulari uniformi (o) produsi )de e Pamint blla

-

F = mity,s = mo®Rn =ma,.  (10.10)

Datoritdl inertiei, bila reacl;onmm asupra re-

F'— — F = — md, = — mw®Ri. (10:17)

Fatd de platformé insi, bila e in repaus desi este
traszjl‘de forta centripetit Fa resortului. Pentru a
e‘xpllcq echilibrul in S’ introducem forta complementari fictivi aplicati bilei
care si compenscze forla resortului I_‘) ’

Fig. 10.3

- o

F,=F, =—~ma, =— meo’Rn = — ma, = — I, (10.18)



Reperul §’ fiind acum propriu, for{a’ complementard 7, este ‘echipolenti cu
forta de inertie centrifugi aplicati resortulm

¢) Fie o platform# in rotatie uniformi cu viteza unghiularid o injurul
axel verticale centrale. La marginea platformei este suspendat un corp
(fig. 10.4). :

Fig. 104

o . R
Pentru observatorul terestru S corpul este supus la forta de greutate mg
. . v —> - . - - . . . - - . A .
si tensiunea din fir 7' a céror rezultantd F este centripetd si explici migcarea
circulard uniformd a corpului: :

F = m} T = Mians = moR. (10.19)

- Pentru observatorul S’ IeO‘at de platforma corpul este in repaus (am =0)

desi este supus 1a foria centnpeta F — mg + T. Cum expl:céi observatorul S’
deviatia firului de suspensie 51 echilibrul relativ al corpulut ? — Introducind

forta complementard
F:: =——’rna;':,-—‘_—_'.'-li;r=n'f.321%r:;; ((.:lt'antrifu-g'?);:'l C - (10;20)
obpinemZeqhilibrltl re-l"ativ: o
T BB =0 (at = 0). o '(1'0.21)
Reperul S’ fiind propriu, -fqr‘;’a_ complerﬁ.enfaré | |
F Pt - - (10.22)

este echlpolenta cu forl;a de mer;le newtoniani apllcata flrulul (— T) si Pi-
mintului (—mg) Pentru observatorul S’ corpul este in echilibru sub act;lunea

celor 3 forte: mg, T si F,,..

— ]

e gy

g

10.2. VERTICALA THRESTKA FSUL LU ruuimn)

In SR legat de Pamint trebuie introdusd forfa complementard legati
dv rotatia diurnd a Pimintului:

2n 2.3,14

= =2 —7,27.10"% rad/s, (10.23)

T 86400
di = 0*Rc0s 91, oor =260 X Ven (10.24)
F. = — me?R cos @I — 2me’ X o (10.25)

In particular, djrec’;la firului cu plumb (directia verticalei terestre) nu

coincide cu directia razei terestre (fig. 10.3).
in adevar asupra corpului actioneaza forta de atrac‘pe grawta’;mnala

Gy = mgu dupi directia razei terestre si forta de tensiune T a firvlui de sus-
pensie (sau reactiunea normald a planulul orizontal pe care este agezat cor-
pul). 'In SC heliocentric- (inerfial) S avem (o — latitudinea) :

Go - T — ma,,,Js =mwR cos ¢- . (10.26)
Tn SC terestru s, trebme adiugata forta complementara care se reduce

la™ Ftr (F.mI — 0, deoarece vm =0):
Go+ T+ F = mam, dar ey = 0,
F, = — man. = — mmzR cos @+ o (centrifugi), {10.27)

Fig. 10 5 ]

oGy AT — mw?Rcos gon =0,. (1028)
ceea ce ev1dent ¢oincide cu (10. 26). Forta de gxeutate rezultanta vafi:
5=,,——T‘=—~ =(§;+F —mgu—mmchoscp n, (1029}
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=9 — @R cos g- 1" ; (10.30)
: G, — Fc , 2
G =myg — o L0089 2 Gy — F,cos ¢ =mg, — mw?R cos® ¢.

cOos o

(10.31)
(unghiul « este foarte mic, cos « 2 1);

G =G| 1 —ZZcosto| =G, [1 — —— cos?ol- 10.32
.‘0( o _(P ¢ L. 289 ? ( )

Componenta orizontali a lui 15: indreptatd sf:_i‘e e_cuatbr explicd si turtirea
Pimintului la Poli (umilarea Ia Ecuator). Tinind seama si de efectul turtirii
Pamintului rezulti global, la mnivelul miirii: )

o | o o
G =Gy{1 — —cos’o|sau g =g |1 ———cos®o]|, 10.33
o( ™ rp) g go( o1 cp) (10.33)

unde G, si go = 9,832 m/s® sint valori la Pol.

Abaterea directici fortei de greutate (a firului cu plu.mb) de la raza teres-
tra va fi (fig. 10.5): : ‘

Fesing - mo’Rcos gsing
~

tgo = , 10.34
g Gy — F.cos ¢ G, ( )
2
tgoczoc:w sin 27y,
(10.35)

- deviatia este nuld la Poli si
Ecuator, si maximi la paralela
o =45 (@ & 11).

10.3. LEGEA LUI BAR

Fie miscarea unui tren sau
curgerea unui riu de-a lungut
unui meridian spre Nord, in
“emisfera nordicd. Atunci in a-
fari:de efectul micgoririi greu-
titii de mal sus, avem si forta
complementard Coriolis apli-
Fig. 10.6 catd mobilului (fig. 10.6)

Foor = — Mllgqy == — 2M® X Vyyy Foor = 2Mpeqe sing,  (10.36)
dirijati spre Est (de-a lungul paralelei). O for{i de reactiume echipolenti se
aplicid pimintului: F =f?cor (celelalte forte ﬁtr, I?; sint in planul meri-
dian). Asa se explici uzura ginei drepte la CF duble sau siparea malurilor drepte
la riuri, in emisfera nordicd (legea Iui Bidr, descoperiti la riurile siberiene).

R TaYal

H—-

———

-

Pentru observatorul solar nu exist# fortd Coriolis §i fengmenul se explica prin
faptul ci mergind spre Nord, apa sau trenul se g\prople‘de axa de rotatie a
Pamintului, adicd se deplaseazii mereu spre reguuni 1_1nude Ylt.eZEll liniara de trans-
port, tangentd la paralela terestri, este tot mai mied, de(:‘l vine cu un sur;p]}ls
(exces) de viteza spre risdrit si loveste malul riisiritean (in emisfera nordic).

in emisfera sudici se uzeazd gina
sting# si se sapi malul sting al riurilor.

In cazul miscirii de-a lungul unei
paralele spre Est (sau Vest) apare o mic-
sorare (respectiv, crestere) a gx.'eutai;n
corpului §i, de asemenea, uzura ginel drepte
la CT duble sau siparea malnlui drept
al riurilor, in emisfera nordicé (fig. 10.7).

10.4. CADEREA LIBERA

Daci un corp cade liber (in vid), ac-
celeratia sa relativa fatd de Pamint va fi:

- - - - -

(el = Bans — Qtp — Upor = fo —

— w’R cos cp-ﬁ' — 26 K Dy =
=g — 20 X b (10.37)
t i rticald in sus
. Alegem un SC cu axa Oz spre Est, Oy spre Nord si Oz vertical .
in emisgfera nordicd (omitem accentul la coordonatele relative) (fig. 10.8).:

ey = (%1 T 2, (10.38) ‘&1 —(x, 7, 2) =g — 20 X Ve, 7(10.39)
o 'ﬂ’jﬂ - 3 " fnexpresia (10.39) putem aproxima vy =
% (0, 0, z), o fiind mic,

Fig. 10.7

o = (0, @ cos g, o sin ), (10.40)
E = (0, —gsina, —gcosa) =

&(0,0,—g), . (10.41)

unde am pus o =0, deoarece « este

foarte mic, i % ==J =0 deoarece Vi-

teza orizontald 'de deviere este neglj-

jabild fati de’ viteza verticald de ca-
dere :

- -

N j K
© X Doy =0 wcosg wsing:|=
Fig. 10.8 0 O 5
= (Zw cos ¢, 0, 0), (10.42)
astfel incit (10.39) di pe componente : o |
2 =--2wcosg, § =0, z=—4¢ - (10.43)

“eu conditiile initiale : : _ .
' t=0,7 =(0;0, h), v =(0,0,0),
adic# corpul cade de la indltimea h cu viteza inifiald nula.



" Integrarea succesivdi di (considerim g practic constant):

7=0, z=—gf % =glfwcoso,
T ' '
z = gPucosg, § =0, z=h __1912. (10.44)
Prin urmare c01pul deviazd sp1e rasant (1*1 emlsfela -nordicd), adicd in sen-
sul fortei Coriolis Fcc,, — — %9me X vm. .
Devierea totald la slirgitul cadem va fi-
Ty = hV—m cos @, dupa fon = %—;-l- C {1045}

De exemplu, pentru h = 1000 m, ¢ = 45° rezulti x, ~ 40 cm.

Experienfele (de exemplu, Reich 1831) confirmi aceastd abatere si deci
rotatia: Pamintului.

Pentru observatorul solar, corpul, avind initial o vitezi de transport
tangeniiald de-a Jungul cercului paralel, coboari spre Pimint unde aceasti
vitezd este mai micé (se apropie de axa de rotatie a Pamintului S—N), deci
vine cu o vitezd mai mare spre risirit, deci cade -deviat spre ris#rit.

10.5. PENDULUL FOUCAULT

0 alta experlenta celebri este rotafia planului de oscilatie al unui pendul
(Foucault 1850 si alte experiente anteuoare) Pentru oscilafii mici, mlscarea

corpului se face practic in planul orizontal. Atunci forta Coriolis — 2mo X vm
deviazi corpul mereun spre dreapta, astfel incit el descrie o rozeti (fig. 10.9) :

Fig. 10.9.

a — pendulul pleaci- din-pozitia deviati A fird vitezi initial# ;
b — pendulul pleacd din O cu vitezd ini{iald. ‘

Componenta verticali . = o sin ¢ roteste planul orlzontal (podeaua
laboratorului) in jurul verticalei ¢n perioada

T, =2nfw, = Tjsin @, (T =24 h) -~ (10.48)

in sens trigonometric, de aceea planul de oscilatie a pendulului se roteste
aparent in sens contrar, adied in sensul acelor unui ceasornic, cu aceasti
pericada. Tot astfel sint deviate spre dreapta corpurile care se migea in planul
crizontal pe suprafata Pidmintului, in emisfera nordicil.

Componenta orizontaldi w, — w cos ¢ roteste planul meridian vertical
S—N (peretele S—N al laboratorului) in jurnl orizontalei S— N cu pericada

Ty =2nlw, = Tfcos o (10.47)
si explicii abaterea spre Est a corpurilor in ciiderea liber# (in emisfera nor-
dicii}.

Prin urmare, cn- ajutorsl unor experienie mecanice locale, efectuate

inir-un laborater pe Pamint, se poate dovedi rotatia Pimintului fati de SC
astronomic Inertial.

" Gbhservafic. LExperienle cu pendulul au fost efectuate pentru prima datd de Viviani in Flo-

_renla in 1661, apoi de Bartholini in 1833. Jean Bernard Léon Foucauit (819—1868) a efectuat

experientele sale (Iﬁra'sa cunoeascit experientele precedente) 1a Paris fn 1850—1851. Lungimea
firniui de suspensie 67 m, sferd de cupru de 28 kg, pericad: :[dcfosc la}ic pestc 16 5 (suspensie
speciald a firului pentru a nu se torsiona).

La sediul Natiunilor Unite din New-York existd un pendul din sferd aurits de 91 kg legati
de tavan la indltimea de 7,6 m deasupra podelei vestibulului. Firul de suspensie este din otel
inoxidabil si permite oscilafii libere (fird torsicmare). Sfera oscileazd imediat deasupra unni
inel metalic cu diametrul de 1,8 m ridicat deasupra pedelel. Pericada de retajic a planulul de
oscilatie 36 h 45 min.

Aplicatie

«) Fie un pendul elastic cu resort-spiralit (analog celui fixat la aeul unui
ampermetru) ca in figura 10.10, agezat 0r17011tal pe o platférma care se poate
roti In jurul axei sale verticale.

in SC propriu (ales ca in flg 10.11) trebuie introduse forle de transport

—myay care dau o rezultantd si un cuplu. Fa{d dc CM avem (6.99) si (6.100).
Dar si facem acum reducerea faia de punctul 0 ; atunci rezultanta se depla-

seazd echipolent in O, iar cuplul se schimbi cu momentul rezultantei din CM
fatd de O. '

Rezullanta @ ﬁ; = mc;:m,‘
F, = mo*(R — Ry,

F, = —me(R — Ry). (10.48)
Cuplul ; M’ = (Ijpw® — Ihe s

—Ip0® — Ipe;
—I,e + me(R — RYRy), rig. 10.10‘
de unde momentul ir raport cu aza de rolafie din 0 a pendulului :
| M = me(R — Ry) Ry — Ijs = meRR, —lI"s, (10.49)

unde I este momentul de inergie al pendulului fati de axa sa de rotatie (iar
I; fatd de axa 0z').



Daci platforma se roteste uniform (¢ =0) acest cuplu este nul si deci
pendulul rimine in echilibru (fatd de platformi) orientat permanent spre
cenfrul platformei, asa cum a fost potrivit de la inceput (echilibrul va fi sta-
bil daeh resortul este sulicient de puternic si rotatia platformei nu este prea

. . rapida). Luerul era de agteptat
iy fntrueit in acest caz avem for-
te de transport numai centri-
fuge, firi componente trans-

’}ﬁ\ versale pe pendul.
M Daci insi platforma se ro-
CE'—E—--—J - . teste neuniform (= s 0}, atunci
! R

pendulul se va roti imediat fa-
td de platformai, sub acliunea
- N cuplului (10.49). 5i totusi pu-

ke =ma,, tem construi pendulul in asa
Fig. 10.11 _ fel incit sd riminil insensibdil
la erice accelerafie unghiulard e

a platformei ! (adici oricum am roti platforma intr-un sens sau altul). Condi-
tia necesard rezultd din anularea momentului fatd de axa de rotatie (10.49) :

I = mR(R — Ry) sau I’ = mR,R. ~ {10.50)
Or, aceasta nu cste altceva decit condifia (6.103) : ;
R = R, + IfmRy = I'[mRy =1, (10.50%)

adici O si C sint puncte reciproce : centru de oscilalie — centru de suspensie,
distanta dintre ele fiind lungimea redusd a pendufului.. .

Exemplu. Tiji sublire omogend : I, = — mi? si (10.50) i I = 12R,(1t— I,). Pentru
_ 12 ' .
o distan{ii R = 0,50 m si o tiji { = 0,50 m. rezulti 3, = 13 em.

b) Fie acum intr-o eabini a unui avion un pendul fizic suspendat prinir-o
articulatie, astfel incit axa O—CM si fie awd de simefrie, deci automat prin-
cipald centrald si de asemenea orice ax# centraldi transversali va fi princi-
patd. :

Daci avionul std in repaus pe suprafala Pimintului sau se miscid ¢
vitezd constantd de-a lungul unui-cerc pavalel sau unui meridian sau chiar
de-a lingul oricirui ceic marve, pendululva rimine in echilibru fatd de cabind
si va fi orientat spre centrul Pimintului, adicd va indica verficale feresirit (sau
respectiv orizontul feresiru). . - )

in adevir, situalia este analoagd problemei “precedente, numai cii rolul
momentului de restabilire elastic al resortului spiralat il joaci acum cimpul
gravitalional terestru:;}' si deoarece axele 0x'y’s
cuplul (10.48) va fi nul (¢ =0).

Daci insi avionul va zbura accelerat pe suprafata Pimintului, atunci
pendulul va devia imediat, aga cum stim foarte bine despre obiectele suspen-
date intr-un vehicul care accelereazi, frineazi sau vireazi.

S$i acum vine ideea ingenioasii de a proiecta pendulul astfel incit si fie
insensibil la orice miscare acceleratii la suprafata Pamintului, adicd sd arale

sint principale centrale,

permanent verlicala teresird sau orizoniul leresiru. Conditia este exact aceeasi
ca la problema precedenti:

Iy =mR(R— Ry) sau I’ =mR,R, unde R = R, = 6400 km. (10.51)

Deci lungimea reduséi a pendulului trebuie si fie R = R,. Atuneci pericada
de oscilatie : o ‘ ' o

[ L Y I’ E V ? __. 95 J .
T = 2= me.s%,_]/? =125 min, (10.52)

Pentru o tijii omogeni rezuitit conditia

l,=R=R0-!—13/121?0,1?0:%—,—}}]/1—3—;—2 X 1—;1"{'

ceea ce pra_ctic este irealizabil. $i totusi problema a fost rezolvatii cu ajutorul
giroscopului avind perioada de precesie (10.52).

Malu mu_lt, o acceleratie arbitrard a avionului se descompune intr-o com-
pone_nta orizontald si una verticald. Deoarece accelerafia verticald nu influen-
teazda pendulul nostru, Inseamnd c¢d pentru orice miscare accelerat a avionului,
pendulut astfel conmstruit va indica mereu verticala terestrd sau orizontul
artificial (in conditiile de zbor fard vizibilitate). '

PROBLEME

16.1. Itr-un tub orizental care se roteste uniform cu viteza ungh'ulari o in jurul axel
verticale trecind printr-un capit al siu, lunecd fird frecare un punct material de masi m
(fig. 10.12), La momentul initial : # = x, sl v = 0. 54 se alle legea migciirli relative si reactiunea
orizontald a tubului.

R, xr = xchal, N, = 2maicshol,
JiE . 4k

- NBLy
OUTOIC0T0 y m

y__ P | -—

1k %

Fig. 1012 _ . Fig. 10.13

10.2. Un punct material de masi m, fixat de capitul unui resort orizontal de constantit
k, se alli in cchi_lihru intr-un tub, la distanfa z, de axa wverticald (fig. 10.13). 54 se afle
legea misedirii relative a punctului, dacd tubul ihcepe si se roteased in jurul axei wverticale cu
viteza unghiulari constantit w.

2.

T
. T= Ty 42 ok
.. z

—_— s
{1 — cos Vel = w® -1}, dacit e, ——‘—V— > 03
wf — e - . rom



. @i, e,
& = x4 + —————I(ch Vet — wyl — 1), dacife, < w;
@t — W

1
T=x, + —2—m2:c,t=, dacd w, = .

10.3. Punetul de suspensie O al unui pendul, construit dintr-o tiji omogeni de lungime I,

se deplaseazi orizontal cu accelerafia constantd a (fig. 10.14).
. S% se afle unghiul de deviere a pendululuf in pozitia de
_:G echilibru relativ si pél‘ioad.l micilor oscilajii in jurul aces-
tei pozitii. Dar daci punctul de suspensie O oscileazd pe
orizontald dupi legea z = A sin pi, care va {i ecualia micilor
oscilatii, stiind cd la momezntul inifial pendulul era in re-

paus ?
: 7
R. o) tgf= —, T =2n V——‘l—:
Fig. 10.14 4 B -8
Apt [ P ] V?‘
) TS —mmer——— — 3 = _
) 0 or— 5% (sm pt i sin o], I

1.4, Pc'supr;ifdfa interioard netedi a unei plinii conice cu deschiderea 2¢ poate luncca
fard frecare un punct miterial P, Plinia se roteste uniform cu viteza unghiulard o in jurud
axei sale verticale (Eig. 10.15), in momentul inifial Z = 0 punctul se glisea la distania r, de

1E

gL

Fig. 10,15 ‘ Fig. 10.16

virful pilniel §i avea vitezi relativ nuli. Si se afle legea de miscare ‘a particulei, Pentru ce
vitezd o punctul ured?

o peosw : gCcosc . Vrgcosa : _
Rr= ——m— Fg — - - chi{wi sin «) ; pentru ————— punctul ur
T wPsinte + ( o co’sm*oc-] (ot sin &) ; pentru © > Iy SiL G punctul - uredy

10.5. Pe suprafata interioard netedd a unei sfere de razd R; care se rotéste in jurw
diametralui sin vertical cu viteza unghiulard constantd o, se miscl fird frecare un punct ma-
terjial P (lig. 10.16). a) 51 se afle viteza relativd a punctului io funcjie de unghiul la centru

0. stlind ci la momaatul {alffal unMial era G, 51 viteza relativi zero. b) Care vor fi pozitiile
de echilibru relativ stabil si perioadele micilor oscilatii in jurul aceslor poziii ?

12
R. a) 0,q=R lco“(sinﬂ 0 — sin? 6.,)+—2I% {cos 8, —cos 9)] y

b} 6=arc cos :-‘?-, T= -—2LR_-O)—_—- dacid w>V——g—.
R ]/Rzm‘ T R

D=m T= 21:V—~—R——dacﬁ @ s_]/i.
7 — 'R R

10.6. Un mohil se miscd cu o vitezd relativd 5,:,,: const, fald de Pz‘imintl, in_planul ori-
zontal, la latitudinea . Ge migcare absolutd are mobilul, tinind seama de rotafia diurnid a Pi-
mintulai ?

. . . " Dot : ) N “ M .
R.7nigcare uniformil pe un cere de razi -—"—— (presupusi % R —raza Pimintului)
2w sing
unde o — viteza unghiulard a Pdmintului).

10.7. Un tub, curbat sub formd de cerc de razd R, scroteste intr-un plan orizontal eu viteza
unghinlari o == coust in jurul unuil punct al siu 4. In interiorul tubului se migeci liber fara fre-
eare o bili de mas# m. Dacit O este unghiul dintre raza vectoare a bile dusd din centrul cerenlui O
gi raza 04, cunoscind o,,; = p, pentru 0 = 0,, sd se afle viteza relativii a bilei, reactiunea ori-
zontali a tubului si perioada micilor oscilatii ale bilei in jurul pozitici de echilibru relativ.

R Py = Vpg'{‘ 2R2%(cos O — cos¥y), By = mR{(m + v/ R + @? cos 0]7 T =2n/o.

10.8. O particul# grea de masdi m se miscdl liber fird frecare in planul zOx, care se roteste
cu @ = const in jurul axei verticale iixe Oz. 5ii se scrie ecuatiile migedrii relative, stiind condi-
tiile initiale (la ¢ = 0) 1'%y, 2 §i 7,y = 0. Sd sealle si reactiunea planului care sc roteste.

R, x ==, cliel, 2 ="2,— §*/2, R= 2majo? sh el




CAPITOLUL 11 -
MECANICA RELATIVISTA

Teoria restrinsd a relativitiitii (sau teoria relativitatii restrinse) a fost

¥

creatd in esentd de Albert Einstein in 1905.

11.1. POSTULATELE TEORIEI RELATIVIFATII

In 1863 J. C. -Maxwéil a formulat legile electromagnetismului:si.a dat
teoria electromagnetici a luminii, Ecuatiile lui Maxwell nu sint insi G-inva-
riante, adicd nu sint invariante la transformirile lui Galilei, deci legile feno-
menelor electromagnetice si optice ar trebui si difere de la un SR inertial
la altul. Or, aceasta ar permite determinarea-miscirii relative a SR inertiale
i evidentierea unui SR absolut, presupus legat de eterul cosmic, universal.
Ceea ce n-a permis- mecanica, ar permite optica. Dar, nenumiratele expe-
riente optice, de exemplu experientele lui Michelson si Morley de la sfirgitul
secolului trecut, au aratat ci niei prin mijloace optice nu se poate determina
migcarea unui SR inertial. Astfel, s-a giisit cii viteza luminii in vid este inde-
pendenti de miscarea inertiald a sursei sau a observatornlui, deci aceeasi
fatd de diferite SR. Aceasta contrazice legea clasicii de adunare a vitezelor,
deci si transformirile lui Galilei.

Contradictia ivitd a fost rezolvati clar si precis in 1905 de citre Albert
Einstein (1879—1955) prin crearea teoriei relativitatii (TR). Pe baza rezul-
tatelor experimentale, Einstein extinde principiul relativititii al lui Galilei
la intreaga fizica :

(1) Toate legile fizicii, nu numai cele mecanice, sinf aceleasi in toate SR
inerfiale.

Nici o experientd fizicd, efectuatd in interiorul unui sistem Inertial, nu
ne permite s& determindm miscarea rectilinie uniformi a acestuia fatd de
alte SR inertiale. Toate SR inertiale sint absolut echivalente din punct de
vedere fizic ; nu exista deci un spatiu absolut, care si poati fi Inat drept SR
absolut. Principiul relativititii al lui Einstein constituie primul postulat al
teoriei relativitatii. _

(IT) Cel de-al doilea postulat afirmi ci viteza maziméd de propagare «
interacfiunilor sau a energiei este finitd, si aceeasi in foate SR inerfiale (im

virtutea echivalentei lory, deci o ﬁonsyap_tﬁ" uui.t(rlcrsal:‘i a fizieil. Aceastd vi-

i td coincide cu viteza luminil in vid. o
tezan Iztsc(gs?ttzad%(:lﬁ postulate se bazeaza teoria restrinsi a I:elatnglt;;i;.n (T]:l

Din al doilea postulat rezulid ime;lmig zncrfzsﬂlentg corpunl?r a s'o .z‘zt rzgx_t,
deoarece cu o bari absolut rigidé, prin simpla impingere a e1, s-ar transmite
instantaneu energie altui corp. De asemenea, {11 doilea po.stt.llat cofntraéuifé
dupi cum am spus, legea clasicd de adunare a vitezelor, deci 5;.11 triu‘ls OEIT{ar“ri
lui Galilei. Din cele douit postulate se pot dednce acum noile 1an: mdmat
corecte, care coincid cu transformirile }_111 Lqrentz, deduse de acesta rf}pn
transformiri care lasi invariante ecua’guleﬂ lui Maxwell ale .clectfogllagne 1;
mului. Prin urmare, cenatiile Iui Maxwell S}Il_t cm—?cte. _in'sclumlz, .et,l e Tecl;
nicii lui Newton, invariante la transformdrile lui Galilei, nu sint exacte,
fel ca si aceste transforméri.

11.2. TRANSFORMARILE LUI LORENTZ

Noite transformiri trebuie si fie liniare, la fel ca si transfox_'_mz_mle luf
Galilei. in adevir, ecuatiile de grad mai inalt au mai multe solufii §1Uatu_n:1
observatiile dintr-un SR s-ar interpreta neunivoc in alte S_R,. or trel?ule stal el:ls‘ e
o col-esi)ond'eni;ﬁ biunivocd intre coordonatele acelu:ag:1 evenimen ,_1n_1(ii“
gistrate in diferite SR. De asemenea, noile transformari trebuie sa coincida
practic cu transformarile lui Galilei pentru fenomenele mecanice oblgnmtg,

ich : izi anica clasica.
unde se aplich cu mare precizie mec a clg _ .

Fie sisil;?émele de coordonate alese ca in figura 11.1. Atunci cgmdonateiz

y si z nu sint afectate de miscarea reciprocd a sistemelor, fiind transversa
- r r
i i i = =2
directia de migcare, deci y =1, 2 . _
b in adevir fie§§ ¥ — ax -+ by -+ ¢z -+ dif. Pentru un eveniment oarecare
. 5 , _ ‘_
din planul Oxz avem y =0 si y’ =0, deci 0 - aa;,sfl—tcz + dft"ﬁgn:;;llivgl];;a[ge
i ic == iy = by. Sistemele fii
z, z, {,ceea ceimplicd @ = ¢ == d_ =0, deci y yr $ 1 ,
trebuie si aven §i reciproc: § =

'ﬁ'by_’g_ﬁdif_éﬂ_bf =1, 0 =1,si o ﬂ
pentru aceeasi orientare a axelor, ISR N
b:=.1, Judecind analog pentru . Y R BN
{I [ 7 ! R . ) \oP(X'xzﬂf)
Z, gisim y’ =y, 2 =z = 17
Pentru coordonatele z', = @ @ ;
trebuie s avem: ol ol T : X,
A . N - -— ~ -~
2’ = a(x — ul), -(11.1) . S N

unde z nu depinde de.coordonate,
¢i eventual de viteza u de trans-  Fig. 111

ort dintre cele doud ‘SR.  In L L,
gdevi‘n‘, relatia trebufe si fie liniard si pentru punctele & == ul din pl_amil O yz
trebuic sa rezulte ' = 0 in &', deci polinomul liniar al Iui 2 trebuie s fie di-
vizibil cu z—uf, adici si fie proportional cu x—ut.

" Analog, trebuie si avem:’ _ L
x =a@ b)), (11.2)

deoarcee pentru punctele 2 = — uf’ din planul ‘Oyz trebu’ie s8 r?zu]te x=0
in S, deci polinomul lui x trebuie si fie proporticnal cu x’ + uf’.



Coeficientul « trebuie si fie acelagi in virtutea cchivalentei SR, alifel
trecerea de la un SR la altul ar fi diferit si unul din ele s-ar evidentia, contrar
postulatului I. Putem considera cii S se miged cu viteza —u fati de S atunci
coordonatele din S vor fi considerate cu accent, iar cele din S’ firs accent, deci
trecerea inversi se obtine din cea directd prin substitutia (z, 1, )<, ',— u):

by =t — ul) ez =afz 4 ul’).;

In cazul transformirilor Galilei & = 1. _' o
S& folosim acum postulatul IT pentru a afla pe &. Si presupunem ci in
momentul initial cind originile @, O’ coincid, se emite nn semnal luniinos din

origine in sersul axei comune Oz. Un punct carecare in care ajunge semnalut
are coordonata @ = cf in Ssia” =ct’ in §', cu aceeasi vitezdi ¢ a luminii, Apli-
cind transformirile (11.1—2) pentru acest punct in care ajunge semmnalul
mos, obtlinem :

cff =afc— u)t, ct =alc+ )i,
de unde,. inmultindu-le membru cu membru :.

. 1 :
=af(c®— "), o = =

1 3
JI—de i T
: m -— uf a:i '—l— .ui' .
z = —1, T = . ) (11.4)
w Vi—we  Ji—ee o ©

Introducind prima relatic in a doua, sau invers, obtinem formulele npentri
transformarea timpului: ' :

CZ

—2, a1
.

deci

t— uxfc? '+ ux')c®

\/] — uz/cg’ =\/1 —..uz:/cz'

Reupind rezultatele; avem urmitoarele fransfermdri Loreniz, care dan tre-
cerea de la un SR inertial la altul care se mige# fatit de primul cu viteza con-
stantd u de-a Iungul axei comune Oz :

(11.5)

' =

, x — uf - x4 uf!
T o= ——_——, =g,
\/1 — u?/ct 1 — utfet

’ A
y =y, 3 =z, y=y,z=12,

U+ wal e

r V1= et

Transformirile lui Galilei se obiin de aict ca un caz limiiid cind ¢ — o, saun,
aproximativ, cind u € ¢ (B = ujc < 1), neglijind puierile supericare ale lui
B = ufc. '

Conform postulatului Y, feale ecualiile. fizicii trebuie sd fie invariante la
{ransformdrile Iui Loreniz, pe scurt, Loreniz-invarianie sau L-invarianfe.

(11.6)

I — uz/ct
=

t =

Mecanica ‘clasicd este invarianti la transformirile Galilei i nu la trans-
formdrile Lorentz, de aceea nu este exactdl pentra miseéri cu viteze compara-
bile cu viteza Iuminii si trebuie inlocuits cu mecanica relativisti.

11.3. CONTRACTIA LUNGIMILOR

Un acelasi corp are dimensiuni in general diferite daci sint misurate in
SR diferite. In adevar, fie o rigla in repaus in S de-a lungul axei Oz, avind
Yungimea /, =2, — a, (diferenta’ absciselor capetelor riglei). Lungimea riglei
misuratd in S’ va fi datd tot de diferenta absciselor capetelor riglei, fuate in
acelasi moment {' in §': o

= (1, — )l =(x, \/1 — ¢ — ut'y — (x, \/1 — ¥fe® — uf') =

= —x) T — o =1, T = & <, (11.7)

deci lungimea riglei misurati in SR fati de care ea se miscd (longitudinal)
este mai micd, decit misuratid in SR fatd de care ea este in repaus.

Reciproc, fie acum o rigli in repaus in §* de-a lungnl axei 0’2, avind
lungimea l,=a;—2a] in S, Lungimea riglei in S, fatd de care ea se miscld cu
viteza u, va fi dati de diferenta absciselor capetelor ¢i, misurate in acelasi
moment { in §:

U= — @)l = (o T— @ + w) T/ T— @+ ut) —
= @ —a) VT & =, T ™

adied acelasi rezultat: _
lungimea riglei mdsuratd in SR propriu (fald de care rigla este in repausy esfe
maximi.

Numai dimensiunile. longifudinale fatd de direclia mischrii sint dife-
rite in SR diferite, ecle transversale pe directia miscirii sint aceleasi
(¥ =y, =2), de aceea volumul corpului apare contractat in acelasi raport,
de exemplu, elementul de volum:dV : ' - '

TAV = dV /T = g (11.8)

Un corp sferic in SC propriu apare turkit in directia miscarii in SR fati de
care el se migeil, : : '

11.4. DILATAREA DURATELOR

Fie acum intr-un punct de abscisi =z in S un proces care dureazi
To =l — £, de exemplu, doud indicatii succesive ale unui ceasornic aflat in
acel punct sau timpul de viati al unei particule elementare, Durata acelu-



iasi proces, misuratd in S, este datd de diferenta momentelor corespun-

zitoare in S’ considerate pentru aceeasi abscisd x:

. . t, — uxfc® {, — uxfc®
(o= b \/1 — uw*fe? \/1 — ufe?

ty — ty ‘ To "
— I N (11.9)
VA \/1—~ utfc? °

are fatd de SR considerat
td in SR fatd de care acel

deci durata unui proces intr-un punct aflat in mise
este mai mare decit durata aceluiagi proces misura

punct este in repaus.
Reciproc, fie acum un proces intr-un punct ' in S’ care dureaza

ty =13 —1; in 8. In S durata aceluiasi proces va fi datd de diferenfa momen-
telor corespunziitoare in S considerate pentru acelasi z':

=l — )= t, + ux’fc® 4 uw’]cé _
s Jl——u_glcz J1—ufc’

, .
lo — £y To

z\/lr— u‘z/cz:\/l— uzfc2>

L3

adici acelasi rezultat :
durata indicaid de un ceasornic este minimd in SC propriu

sornicul este in repaus).
Din (11.8) si (11.9) rezulta ¢

} AV dt = dVe/T - oty (T — B2 = dV, d.

Din transformirile Lorentz rezulta ca-wclerul relativ al simultaneififii
doui evenimente simultane in S, (i, ) i (2 1), de exemplu capetele unei

rigle ca mai sus, nu mai sint simultane in. S :

—rrarkE——
(fald de care cea-

i produsul dV d! este invariant relativist:

(11.10)

(11.11)

, [ — uz, /¢ , t— ux,/c?
il f——:-l"'f_'.—& #= 1 --——"_!_ (331 #+ :tg).
\/1 — u*fc”

Vifeza limitd sau vileza maximd c. egald cu vifeze lwminii in vid, nu podaie

fi depdasitd. Altfel, transformirile Lorentz ar deveni imaginare si ar pierde
sens fizic : coordonatele evenimentelor in noul reper §’ ar deveni imaginare !
corpurilor tind

Pe dc altd parte, ¢ind u — ¢, dimensiunile longitudinale ale
citre zero (pentru u > ¢, devin imaginare 1), spatiul tridimensional degene-
reazd intr-un spatiu bidimensional, devine un plan perpendicular pe directia
miscirii. Duratele proceselor tind citee infinit (pentrn u > ¢, devinimaginare )]
cu alte cuvinte orice proces inceteazd ‘(secunda dureazi 0 eternitate)

dinamica degenereazd in staticd.

11.5. COMPUNEREA VITEZELOR

Diferentiind t ari
] ransformirile luj : i imp#
obtinute la ultima, avem : 1t Loventz i tmpic

T ————-

ek (ot ’
d: =i._1._—u£ di =d- ’ ’ dt'_{_ d [ P
cdy =dy, dz =4y, @ = S TRdT/C

T
'\/ u /C \/1 . lIZ/C?'

tind primele trei ecuatii

-(l:-t—- = d_l’..,ﬂ:__ 'U' + 2}
- — sau p, — -z 8
df dt’ + u da'[c? v b 1+ viufc? ’ (11.12)
Xz
%’ _ d!{'\/‘l s dz A /T—wfjet
CA At wdatfet T W T Tar L naw ez S
v, = "1;\/1 — /e’ o \/l_n—u—z,/cz

1 - U’ z ! z ——
r Letfe 14 vou/c?

1 E It “l 1 nverse 0])1111 mu lld aCCeIll'B]C $ Schlﬂlblﬂd e uin u
¥ )

o _YVe—u , 1 = 2 ee S —
e T LT s R AV S
z — pufe® z=_1__W

E

Reamiatim ci S’ i .
cd S i it
I _Se miscdl cu viteza u fatii de S de-a lungul i comun
Ox-ca in figura 11.1 (o' —vit va, o eSOt 7 At
absolnt ) Patd ;I'e N i eza.rglatwa, . — viteza de transport v rit
posotutd). Fard egea clasicd newtoniand de compunere a vi elor, n
legea rela ] a apare numitorul 1 -+ vjufc®, iar la ¢ ntele Teammvon
) I‘pmel Ia numiritor radicalul Lorentz % componentele transver-
n cazul limitd ¢ — oo 0 ‘ |
I sau pentru 2 '
d 1 i € ¢, negl * i
_as}arcg newtoniene de compunere a vite7e’lora Hind B objinem formulele
ormulele relativist mere a -
_F ¢ de compuner i ‘ Atd
e i e relativi 16 compunere a vitezelor ne arati
b d‘irécyiz ngsfz depdsitd. De exemplu, daci compu;.em doueﬁ :‘if‘:ii;mcnea
- $i°sens (0x), egale cu 3c¢/d, obtinem : ‘ e de

b, = la U

— 3c/d 4 3c/4 24
1+ vjujc? =

1+9/16 25° °©

Daci u; in vit
aca una din viteze este egaldl ¢u ¢, rezultatul

est§ aceeasi in toate SR (inertiale) : este tot e, adied viteza luminii

o VC“E*;H . :
Uy z—H—l — =, v, =___i§_‘_ —¢
+ cufe* 1+ e-efed

Conform for i '
_ ormulelor clasice newtoniene ar fi trebuit si oblinem respecti
elor _ a obf , ctiv :
Dy b= 0h - u = 3¢/4 4 3¢/d = 3¢/2 > ¢, '
Vg =c-+u>c, v, =cte =2

in contradictie cu experient .
Morley). perienta (de exemplu, experientele Iui Michelson si



11.6. SPATIUL MINKOWSKI

Introducem un spatiu cu 4 dimensiuni E,; : trei ‘dime.nsxum spa’gxaie ”(:r,, ¥, :i
si una temporald (cf). Un eveniment se reprezintd printr-un punct in ace
spatin, avind coordonatele : .

=g ' X =, X
unde peniru omogeﬁizarea dimensiunilor, timpul { se inmulfeste cu cons::laxllli;a
sniversald ¢. Transformiirile Lorentz reprezinta o 'transformare a coorde
telor evenimentelor sau punctelor din acest spafin L.

—y, 2?=z, a*=cl, : (11,14)

“11.6.L CUADRIINTERVALELE

tul (%, ¥1, Z) 1a momentul

- Fi mnal luminos care pleacd din punc L T
soseste b 5 atunci distanta parcursi de

t; si soseste in punctul (22, Y, ) la Ix:l_q_rne;ntpl L :
semnal este egald cu viteza lwminii ori timp :

(2o — %)+ (e — 1)+ — ) =l — K fE (11.15)
Trecind la S', adici aplicind transformarile Lorentz, gisim :
(2 — a})? + (o — 0 + (B — D) =t —1),  § (11.16)

. : . A
ceea ce se poate scrie si direct in baza postulatului IT al constaniel viteze
luminii. Prin urmare, expresia pétratica:

2 & (2 — 20)° + (o — y)? + (2 — 5)t — (e —ty)* . (11.17)

e _ . )
este Lorentz-invarianta §i nuld pentru propagarea 1“_um11111, .sl se ?{ITFESLC ‘:;f:e
driinterval. Pentru doud evenimente oarecarc cuadriintervalul s (11.17) nu

pul, dar rémine L-invariani.

s =5 =inv, - (11.18)

ceea ce se poate verifica imediat. Cuadriintervz}lul dintre (IOlla e\renfmgnzt;:
joach rolul disfan{ei dintre punctele reprezentative cor_espu_nz_atoa're I:?cesréui
tiul cuadridimensional al eveniméntelqr 1?.,, adica df:fm(_ag_.ledrpetlr.zci i
spatin. Cuadridistania (11.17) diferd de distania olnspmtla..u}tx-ut (ti]:n e
4-dimensional euclidian doar prin semnul minus al 1'11L1I.11u u1dpa Ta nmpte
rimine calitativ diferit’ de spatiul), de aceea sEatlul mtr(.).us Sedli}flzri sde
spatin pseudoenclidian (metrica pseudoeucl'i_dlana); .geomgtn? Sancte.aﬂate
geofnetria euclidiani. De exemplu, pentru distania dintre 0}1:1 puncte

fn planul Oatf (fr =1 =0, 21 = 2% =0) (fig. 11.2) avem =

32 =5 (:Cg —_ :Cl)z - Cﬂ(fz - 11)2!

adici patratul ipotenuzei este egal cu diferenfa patratelor cateteler §i nu cu
suma lor ca in planul euclidian.

Exjstd pumcte (evenimente) distincle intre care 4-distania este nuli
anume punctele (evenimentele) legate prin propagarea luminii (11.16).
Analog rotatiilor dintr-un spatin euclidian, care lasi invarianti dis-
tanta, tot astfel fransformdrile Lorentz reprezintd o pseudorolafic in spaliul-*
timp relativist pseudoeuclidian E,;, care lasd inveriant cuadriinfervalul : § =s'.
Transformirile Lorentz particulare : '
(11.6) reprezinti o pseudorotatie in
planul spafio-temporal (z, {). ct}
In mecanica clasici avem doi in-
varianti la transformirile Galilei; dis-
tanta spatiali si distanfa temporald
dintre dou# evenimente. In locul lor,
in TR avem un singur invariant la
transformérile Lorentz: cuadriinter-
valul s (11.17), dar mai avem o vitezi
absoluti c. Existenta acestei constante
universale a fizicii permite unificarea - ‘Fig, 11.2
invariant# a spativlui si timpului, si
invarianta cuadriintervalului dovedeste interconexiunea dintre spatiu §i timp
In aceastd unificare timpul §i spatiul se disting calitativ prin signatura me-
tricii, adicd prin semnele + 4 < - in expresia intervalului. Un alt L-inva-

riant din acest spatiu este elementul de cuadrivolum (hipervolum) dV di,
conform lui (11.10).

11.6.2. CLASIFICAREA CUADRINTERVALELOR

~Un interval s real, adici

52 = (952 - ml)g _E'" (yz - y;)a + (23 —_ 21)‘3 _ Cz(l'z . 31)2 = 0, (1119)

se numeste interval de tip spafial. Don# evenimente separate printr-un inter-
val de tip spatial sint absolut separate spatial sau absolut independente si nu
pot fi legate cauzal intre ele, deoarece nici un semnral nu le poate uni, viteza
necesard {iind supralumineasd, conform lui (11.19) : '

(=) @ gt G n)
(. — )" .

Nu existi un SR in care cele doud evenimente si apard in acelagiloe, decarec
ar trebui ca in noul SR si{ avem: :

2

5 = ——62(1’; — 1’;)?‘ =52 > (,

ceea ce este imposibil, dar existd in schimb.un SR in care cele doud evenimente
sii fie simuliane ; atunci:

S = @ ) = W) G — D =5t 0,
Un interval s imaginar, adicd
5% = (e — 22)® 4 (g — W) (2 — ) — Ell, — £ <0 (11.20)

s¢ numesle interval de tip femporal.



Doud evenimente separafe printr-un interval de {ip .tempor(_xl sint absoluf
separate femporal sau in succesiune femporald absoluld $i pol fi legale cauzal
inire ele. . o _

Nu existd un SR in care cele doud evenimente si fie simultane deoarece
ar trebui ca in noul SR si avem:

s r s, 3 ..) FI’ 2!; 2
$% =y — )+ (W — W)+ (2 — )t =57 <0,
ceea ce este imposibil, dar existd in schimb un SR in care cele doud eveni-
mente si se produci in acelasi loc; atunci:
Sf'l —_ Cg(t; _ 11)2 =s'.’. < 0‘ .
De exemplu, cuadriintervalul pentru doud pozilii succesive ale unei particule,
care s¢ miscd cu viteza v este (df =v df)

ds? = Al* — ¢? dff = (0® — ¢} df* < 0, (11.21)
deci este totdeauna de tip temporal. o )
In reperul proprin al particulei ds? = —c* dff si din (11.21) _r;zultu
di

[}
at =_\/1 — 3¢t

in concordantii cu dilatarea duratelor (11.9) (f — timpulA .cosmic, {o — timpul
roprin). L o . :

P Ii)n s)firsit. intervalul s este nul pentru doud evenimente legate prin pro-.
pagarea luminii. :

11.6.3. HIPERCONUL LUMINOS

Evenimentele separate de evenimentul-origine prin interval nal veri-
ficd condifia

$ gt b 2 - A =0, (11.22)

adicad in spatiul obisnuit sint punctele de pe sfera de raza r ==ct, eu (;Clll\iil“l.‘il
in origine, adici unda sfericd luminoasd care se propaga. in spduuL "mcl
kowski, (11.22) reprezintd un hipercon, numit con luminos (sau lzqtrop)i1 ;m ‘
pentru simplificare doar doudi axe spatiale z, y, oblinem conul din flg;;l.la . ,Etié
i 4 axi iali i doua drept ‘ sectoar

luind o singurad axi spatiali z, obfinem .doud drepte secante {bisectos
cadranelor) din figura 11.3, b. L : . L )

Hiperconul luminos dus prin origine imparte cuadrispalinl evenimen
telor in ‘doudl regiuni: } . ‘ S

1) vitforul absolut si trecutul absoluf formate din e\ep:melltele {]_1.n 1tnLe
riorul conulni, separate de evenimentul-origine printr-un m!,gr\ '1} 3{. Ltlp. e':r;ll
poral s* < 0, cu £ > 0, respectiv ¢ < 0; aceste evenimente EOt filegale cautzl
de evenimentul-origine si succesinnea lor temporald fat‘a.de evenimentu i
origine (posterior-anterior), este absoluti, adicd nu poate fi inversati (aceecas
in toate SR); | ) ) - ‘ o

2) evenimentele absolul depdriaie, situate in exj,ermrul. LOI;II}:I!D s S:p;n
rate de evenimentul-origine printr-un interval de t1p_spatla_1 55> 05 acvs}, 2
evenimente nu pot fi legate cauzal de evemmentul-ong}njz 5i suc@s;ugea rt}f
temporald fatd de evenimentul-origine este relativa, adicd poate fi inversatd
fati de diferite SR.

Miscarea umnei particule se reprezinti in cuadrispatiu printr-o linie nu-
mitd [inie de univers, situatii mercu in interiorul pinzelor superioare ale conu-
rilor luminoase duse in punctele succesive ale liniei, deci inclinati sub un

ct

Vitkorul

sfe D
t >0

Absolut Absclut

—pa—

depdritate
s 2> I

departate

52>0

t <

52< ] Con

lumines

Trecutul | absolut

Fig. 11.3

unghi mai mic de 45° faia de axa cf, deoarece v < ¢ (vic<1), adich ds este
de tip temporal : ds* < 0 (11.21). Pentru o particuld in repaus linia de uni-
vers este paraleli cu axa ef.

11.7. IMPULSUL SI MASA

Dupd cum am vizut, ecuatiile mecanicii clasice newtoniene sint G-in-
variante, de exemplu, legea conservirii impulsului unui sistem izolat este
valabild in mecanica clasici in orice SR ineriial daci aplicim transformirile
Tui Galilei. Deoarece in TR viteza se transformi altlel decit in mecanica cla-
sicd newtoniand, dack am considera masa independenti de SR, legea conser-
virii impulsului definit prin mw n-ar fi L-invarianta, adicd n-ar [i valabils in
orice SR inerfial.

Prin urmare, dacid pistrdm definitia impulsului (cantititii de miscare)

ca produsul dintre masd si vitezd, mo. si cerem valabilitatea legii conservirii
impulsului pentru sisteme izolate in orice SR inertial conform transformdrilor
Lorentz, trebuie si admitem ci masa depinde de SR fata de care o masurim,
analog lungimilor si duratelor. Masa corpului misurati in SR propriu, adici
in SC legat rigid de corp, fald de care corpul este in repaus, se numeste masa
de repaus my, atunci fata de dlte SR masa va fi diferiti, dependenti de viteza
corpului fald de acele SR. Masa de miscare Lrebuie si depindd de modulul
vitezei, ultfel SR n-ar fi echivalente $i s-ar evideniia o direclie privilegiati,

Putem gasi I=gea Variatiei masei cu vileza considerind un exemplu de
ciocnire perfect elasticd a doud bile identice. Daci doud bile identice se misca
inainte de ciocnive cu viteze egale in modul si de sens opus, impulsurile tor
vor it egale in modul si de sens opus, deei impulsul total va [i nul. Atunci si
dupi ciocnire impulsul total trebuie si fie nul, adici si dupi ciocnire impulsu-



rile bilelor trebuie si fie egale in modul i de sens opus. Din condifia ciocnirii
perfect elastice rezulth ci impulsul fiecirni corp in parte nu se schimbid in
valoare absolutd prin cioenire, adici masa si viteza in modul a fiecirui corp
in parte (bilele fiind identice) nu se schimba prin cioenire (fig. 11.4). In acest
caz energia cinetici (dependentd de masd si vitezd) a fiecirui corp in parte

v a y' -

Fig. 114

nu se schimbd prin ciocaire, adicd este respectata conditia de conservare &
encryiel cinetice in ciocniri perfect elastice.

Alegind sistemele de referintd ca infigura 11.4 (v, nu se schimbi, », schimba
semunl prin cioenire), cerem respectarea legii de conservare a impulsului si
in S’ care se misch cu viteza u = .. Atunci vitezele bilelor in $’, inainte si
dupa ciocnire se caleuleazd usor cu ajutorul formulelor de compunere a vite-
zelor (11.13);

fnainte de cioenire : : ~ Dupi eiocnire
o
Bila 1 0, —tt— - 0, —
. V1= vifct : V1 — e
Bila 2 — 20, —vyVl — v} le? —2n, Uy Y1 — et
- 1+ vife 1+ vhje 1+ vijes 1+ vijee

Conservarea impulsului pe direcfia Oz este auntomat verificatd pentru
fiecare bild in parte. Pe direcjia Oy trebuie si avem:

“Tmw, Comgp/t—BRfct by myv, 1 — Ve’
ST 03 1+ v2fc? ST v 1+ v2jct
sau )
it = m, LT (11.22)

my »
1 — et

de unde se vede ci masele de miscare ale celor doud bile nu sint egale, deoarece
au viteze diferite. Relatia (11.23) fiind valabila pentru orice v;, vy, 1a limita

cind v, -+ 0, my; va deveni masa de repaus m, (in §'), far m, va corespunde
vitezel de migcare v =2p,{(1 4 vE[c®), astfel incit obfinem din (11.23) for-
mula variafiel masei cu viteza : : A T

n my = m,
L \/1_' ?2{62 ‘\/1 —Bl .

si impulsul {cantitatea de miscare) :

(1‘1.24)

e d
myv

= )

\Cind v —¢, masa si impulsul tind citre infinit (pentru » > ¢, ele devin
miginare 1), Masa este minimi.in SC propriu.

sy

-
p=my =

11.8. FORTA. 7

Prin urmare, impulsul unui sistem izolat se conservi. Atunci variatia
impulsului se :datoreste fortei :aplicate B - o

E; _d(mv) dp d muz__; L m(;E’) -
= = —— == —— e = TR —_— V=
di dt At JST—v .

L

de¢i in general forta nu este coliniard cu acceleratia. Pentru el o, ultimul

termen tinde ciitre zero si reglisim ecuatia clasici. Descompunind acceleratia

in cele doud componente, avem : ‘

- = m - m -

I = I]I(I”Jﬁ T Uy = —'——9—_.__..__._—,_'—'_, ia, - —-L 7; = 1?1: -k 1_;
g 1= --\/1-':-.~.v716' P

- A1 7 { -
(1 — 5ty S
~ Prin urmare, pe diveclia . normali,
de exemplw in miscarea circulari uni--
formi, putem seric IF — ma, unde m
esle (11.24),
Dacd parlicula are! viteze relati-
visie (apropiate de vileza luminii)
—

(11.27)

atunci lorta I aplicati particulei pro-
duce o acceleralie mai micdi deeil in,
cazul clasic si_deviatd spre normala la ‘
trajeclorie, - deci. ‘aceelera t'ia;'., 1‘1:_1'11' ‘mai
este riguros coliniard cu forl;é {(este
dip ce in ce mai greu de modificat me-
dulul vitezei in (-oniparal,ie cu dirccli:tw
vitezei) (fig. 11.5). B




11.9. ENERGIA
N v

Lucrul meeanic al fortei aplicate punctului material trebuie si fie egal
eu variatia energiei cinetice a punclului material, deci

o —a d
AW — Fdr = Frdi—- (rm)

dl == d(m I;)}'; ==

= p*dm 4 mo dv = p* dm -} mo dp,

dar din (11.24) avem R

b o pdet :nﬁ; does ' ;
dm =——F=—"—""7’ .. . , . {11.28)
e=— v [ o
astfel incik, .
AW = p*dm + (¢ — ¢*) dim =c¢* dm = dE,, (11.29)
m,c?

]‘:r_. =mc* — 111062 =

: \/1 — U7l

B . H BRI . . . : [ L. Lo

unde I5, = myc® cste cnergia de repaus, iar = mc® este energia totald. In
cazul vitezelor mici, vle €1, (11.30) devinc:

— nrct, (11.30)

I, = myc® (1 + _-——_[__3_ ”_—1— )ﬁ 'm_'(,c'1 = ‘—l)-mnu'l,' {1131
adicdl se o])l,mc in prima aproximatic-expresia clasici a energiei cinelice.

O seric intreagi de consideratii teoretice gi de experienle (de t\\empiu
emisia si absorbiia radialiei electromagnelice, reactiile nucleare) arata ci
proporhmmlxmtcu dinlre masd i energie esic universal valabild (pentru ovice
fel de ener. ffu) .

Lo g G e o
WO T myet Myt

.'1?=mca= e =
JT=d# 1 -5

{cind v -~ ¢, II — oo, lar 'pentru v e L devine imaginar). Prin urmare. ml(e
variatie de energic este insotitd de o varialic - corespunziitoare a masei, i
recipree,
Legea conserpdrii energici esle si lege crm.scr viirii masel.
De exemplu, dacii un corp szSOﬁl]JC o C"ll‘l[lt‘ll(‘ de mldum =11
masa lui 01c<alc cu o

mjﬂ

it

= —1—1‘1_' 2210717 lg. R
9.10"%m*/s* | ; . )

0 energic de 500 miliarde kWh cm‘cspundo- unvi- mase -de 20 kg.

In spatiul- Lnnp relativist impulsul ' p £ i s enewn g "=mc 'se un ficd

intr-un cuadrivector : trei. componenke spalmle p s componenla a palm
Eje == me. Pitratul acestili cuadriveelor se Ldlcule'ud ca si p.ltmLul cuad!nn-

tervalului, conform melsicii spajivlui-limp : o
LRt e gt — e e ndet =duv. (11 %3)
: oy R
E = t-\/’p"' + gt s (TR3d)

fn locul formulei clasice I = p ,/2m Peanu pur Llculc cu masa-de repaus nuli
(foton, neutrine): - . : . :

E =pe, (my=0). T (11.3D)

Tot astiel se unilicd toate mirimile fizice in cuadriveélori sau, in general,
in tensori (de exemplu, cimpul electr omagnetic).

Tedgria velativitalii a fost strilucit verificati (:\peumentﬂl. Astfel, expre-
sia relalivista a 1mpulsnlu: §i variatia masei cu viteza sé verificd 1a particulele’
elementare accelerate la viteze mari. Masa waui electron accelerat pind la o
energie de 30 MeV ereste de 60 ori (m,c® = 0,511 MéV), iar masa unui proton
acceleral pinii la 50 GeV creste de peste 50 de ori (m,¢* == 938,2 MeV).

Dilalarea duratelor se verificii in calculul timpior de viali ale mezonilor
in SC de faborator fata de SC pl‘opriu Relatia dintre masi si energie se verifica
in toate reaclile nuduue si in toate L1ansf01m¢nlc reciproce ale pmtlculelor
elementare. Astlel, un foton se poate transforma intr-o pereche electron-pozi-
tron, numai daci cnerﬂfn sa hv este cel putm cgald ¢t masa de repaus a cel or
douil particuie 2 mye® : : Ca -

i
!

Iy > 2npe® = 2.9,1.107% kg 9101 m?/s® = 1,64.107'% J = 1,022 MeV,.

- . ¢ h C6,62-1073 J.s
=l =— < ' . - ==
Y 2mee 2.9,1.10-% kg :3-10° mys

='121-10"" m = }21.10* /

Asldzi este In plind cwal,lc o leorie cuanticd rclunmam a cimpurilor si
particulelor elemenlalc

- : B i

PROBLEME ~ - o0 nboe o i

11.1. La momentul { = 0 se emle din originen comuni a sistemelor S, S” un semnal lumios
in toate ducr.\u]c 'Dupd un timp-{, observatorul din § constatit cii in ontul de undd lcpl exinti
o s[ua cu, centrul in originea O a sistemului sda de referinki 8. de cenatie a2 + pf £ 32 =

== p* == (s, Ce . constati, u‘Lul'llL obscnatm ‘? ) J )

R, Constatd acelasi luerw: frontul de uu{h lcprc/mta o sfcm cu ccntl ul in oviginea o0
a sistemului sau de rt,fumlu S de Lcmhc A I - B i ,(m\mmnla
cuadriintervalului 1), o " o ’ ‘

11.2, bl S0 ar ltc L.l lr msl'o! mirile Lorentz se pot scr 1e sud for ma
L "
r=a clly + e’ s, el'= a'sh & <+ ¢if chu.

unde th y = nje.
: 3 mnt.nm tho= nfc. th o’ = p’je. aluici legeoa de compunere a wvitezelor (11.12) de-
o - y . .

\."11_1'.‘!7,?.; et L A i

1134, Aexzonii ﬁi: gencratl in laborator au un timp de viald 7, = 2.6-10°*'s. Sc constatdi

experimental it mezonii =% mdsculi la. indllimi mari, & = 1020 km, ajung totusi I supmhla
Pamintului. desi s-ar piren e nu pot parcurge o-distanf{d mai-mare decit 5, = ¢ = 78 m.
Si se explice acest apt.

1. Dlldl."llbﬂ _dm.ll;clor pentru ohservatarul tclcstl u din SL san conLr:lc;ia_ Jungimilor
‘pentri’ST® propriu al mczomlor Pt o ' o
[T !
11.4. Cu cit creste masa dc :cpaus m, =1, 00 ta unui s'm,ht vare iese din chmpul gravita~
tionul Lullelu ? .

B, Am = m,pRjer = 0,7my, (‘k. — 'mza P;iiﬁint.ului).



1i.5. O particulit in repaus'de masd m, este lovitd de o altd particulit cu masa de repaus
m, si viteza v,, pe cave o nbsoarbe, Si se afle masa de repaus m’ §i vitexa v’ a particulei com-
puse rezultante.

mn,

R m= \/m1 + mi + 2mym,} Vi—+ v” lef, = .
omj 4 1/1 — pijer

~ 11.6, O partieuld in repaus de m'lsi m hsmncaz.aiin douit p'\rr:wuh, de masc de repaus m,,
m,. Si se afle energiile totale E;, E, ale cclor doud particule 1c1u1:t‘1ntc ‘

cmE - md e m mt—'m? 4+ m}
H. E = —ie——— %, B = e 2 .
. 2m : : 2m !

11.7. in sistemul 5 o particuld se mi$ca in plunui O'.L y’ cuviteza v sulJ unghiul §f f"l],d
de axa O’z Care va h unghml respectiv 0 al vitezei v inS? :
v YT — wEje sin A7 . in particular, pentm plopagarm Tuminii ('1})01'1;11 lu-
vicos O 4 u
N

minii): tg0 = e T eos T 5:110 de undc pentrn unghiul de abcla;:c AGH 0 — 0

IR tg0=

u . "
~ e sin :

[4

L8, Si se scrle formulele de trinsformare pentru cuadrivectorul impuls p¥ = (3, Eje).
(=1, 2 3 4. S T

pr ket . A E' 4 up,
R, TS ey [y = ' P ﬁ])‘l‘.:,_-—_‘—_-
S e T VT — wtjes
. IRr o - .
def {1 i v : ¢ o
11.9. Cuadrivectorn] vitezi ecste u' — = -l = i¢ fml—- = | — , » {f =
de, ds FI—"ptjer V1 — et

=1,2 3 4), (I, timpul propriu). S se arate cii -cuadreivectorul impuls p=mgt, St se
calcuteze patratul (in E,) cuadrivectoruluf vitezii. , :

R. -—c2,
‘ ' Lo ' tef duii., 1t (O T
“1L.10. Cuadmvcctmul qccelclatw estc a‘ it i-:‘_ ic ar = — ¢ _‘L"’_: & , (=
Cdl Tl o sl
=1, 2, 3, 4). 8id sc '1r'1tc ci ¢l este ,,pclpcndncuiar“ (m L’,) pe cuadrivectorul vitezd
‘ lef d ; ot qu?
11,11, Cmc!r.vcc,Loml fmti dste f! — i p ic d—P- = un,,c(— =m, o - ‘my a' (i=1,
df, ds ds afy :
2, 3, 4). Si se arate cu ,”— ¢ si ci el este ,perpendicular®
‘ ]/1 — e cf1— vt

{in E,} pe cuadrivectorul \utcza.

11.12. Un mezoh ; se mised in SL cu-viteza o s a parcurs o distanid s'dela generarea sa
pind In dezintegrarea sa. Si sc calculeze durata de viajd proprie si dlstant'l p'lTCUl sil din punct
de vedere al mezonului®, . B T BRE FREETE o

B 1= = V1ot et s, = F1 — v"‘]a:“._(=
v

1L 1‘). O particuld ¢t masa de 1cpaus mo ple'\ca c}m repaus suh aL;umea 11]101 fox;c ‘con-
st,ante F., S.l. se e\pnmc in funclie (lo tlmp. vxte:a si comdomta

' s P
R v= _If_{_ , T= ,C_[tf;m: ¢+ IHE — mye }
Yird et 4- It N RN T

11.}4. O particuld de sarcinii ¢ 51 masit de repaus m, descrie un eerc derazit R intr-un cimp
magnetie uniform B. Carc este viteza particulei ?

[+
VI Gnelerby

i1.15. Un foton se transformi intr-o pereche electron-pozitron, care intr-un cimp de in-

R.

- EP®) T2 -~ - B
duciie magneticd B, transversal, au razele de curburd ale traiectoriilor K. Care a fost lungimea
de undd a fetonului?

h

R. Aem —,
2Vmic: + eI

11.16. Un mezon w in repaus se dezintegreazit astfel : w— @ - 3. Care este enierg’a cincticd
a mezonului 2 format 2. Se cunosc mascic dc FePAUSs My, iy,

(m,. + mu) e
2

iy = my)te?

R
L g pros

» B,

11170 S se giiseascil legea vitezel gi legea ml$CdI'll relaliviste uniform accelerate pentru o
parl.lcul.x eare’ se ‘miged cu- acctﬂcl atta ao, conslanta fn- SC propm: "

oo ol
. D= a— ] _— 2 —
Vitaie: (V T AR 1)

timpul propriuv {; = _i__m-c shiagl/c). -
[Py )

By1,18. Dud’ parhcull. aul vxtc/clc by yin bI Vitera re]atni a p:uhcu]m 1 Tafd de ]m l;u:la 2

estc vw:za ci in SG\I i p*articuh,t S.a 86 al'lc modulul vnicve: reIntn e. i

B St [, "? 1 T e ) v ’ S
-n_‘ "vf.s' B By ¥ v»)w o '
(1_?5'104)2 B e

£
.

It v 3 : : : B - ‘
11 19. O par Lu:ul.x,, aﬂam dn 1,epaus, cu masa M B¢ dcnutc"rc"ua in tret pnmulu cu ma-
sele de repaus 1,2,3¢ 54 se aflc cnelg:a mﬂwum.x pecare o puate ple}m una din cele trei particule.

: ER RIS [ S M s mE
N Bl-_ N I_)e UXCTPPI“, _Ej_, mex = ?‘1. r}“ m‘! (mz + ms)?

e

HEL N Tty ..
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MECANICA SOLIDULUI ELASTIC

Un' model mm fldel 11 cmpuulm rcale cstc_,_moddul sohduhu cl(stw,

care line seama de deformatiile co1pur:lm (valabil pentru d(,i'ernnf,n nu
prea mari). : I ;

Lov

12.1. TENSIUNILE $1 DEFORM‘ATHLE

Orice corp din nalurii este mai mult saun maj pulm deformabil. . Sub
acliunea fmielm L\LGI‘]O"IIC, in interioru} cor pulm ap:u' ‘tensiuni inlerne,- _dato-
riti deformirii corpului. Atomii sau ionii cave formeazi corpul se deplaseazi
putin din pontnlc lor de cchilibru; atunci foifele de mtelaci,lunc (dc lega-
turd) dinltre ¢i se opun acestei deplnsau en Im{c interae,

Delor mfll.n!c care dispar dupdl suprimarea fm{clm‘ carc 1(—3 :m produs,
se nuwnesc’elasfice, cele care nu d:sp‘lr 5C nUTAL ipi(mfu‘e ‘

Pentru deformatiielastice i prea "maricstd” valabila lede'l e\peumcn-
tali a lui Robert Hooke (1635--1703), descoperitd in 1660 si publlcam in
1576, dupil care (hfnrmalulc elastice stni.proporfionele cu fensi idiiile §i reciproc.

Vom considera mai jos numai cmpuule onpgene (qcelea‘u proprietili
fizice in toate punectele corpului — invariania la {ranslafii) si izofrope (ace-
leasi proprietali fizice in toate directiile —- invarianta la rofafii). Astlel sint
makerialele polunslulmc (de cxemplu, metalele), formate din microcristale
oricntale haolic. _

Deformaltiile elastice se impart Tu palru categerii sifiple : a) intindere
(tractiune) sau comprimare (compresiune), b) forfecare (lunccare), ¢) flexi-
une {incovaeiere) si d) Llorsiune (rasucire}.

Treeventt aceste Lipuri simple se suprapun (coexistd).

12.2. TRACTIUNEA (INTINDEREA) BAREI

12,2.1. TENSIUNI $I DEFORMATII

Fie o bard de lungime initiald (nedeformati) f, si sectivne transversali
initiali (nedeformati) S, supusd la o fortdl de intindere I° (fig. 12,1}, Daca

del
reprezentiim grafic lensiuneca elasticd (cforiul unifar) 6 = I'[S, in funclie de

deformalic (alungire. reletivd) e.= Alfl,, oblinem curba experimentali din
fagum 12.1, earc.este asemenea (propoxhon.ﬁ.:) cu curba forlel de tractivne F
in funclie de alungirea harci. Al = I—m lo-

LF
//'"Lf'f/'/
‘_-:._ li‘.c_
all 20
L
I
é_..‘ e
N
I
SRk
R R
1
B s
LR TRIN ’: '}:.-_;‘"- oo b
SHHE
17 7
a ; b

N 'm'g 121

Portiunea rectilinie OP reprezintii legea lui I—Iooke :

s sau'—}'— ::]‘ﬂ =:TIM L

R (12.})

ny Preolos P o fe : iﬂ*
.17 i s
[r-,}.-_-:ﬁi =1 N/m® in SL (12.2)

unde J2 u,Le modulul de clastiéitate la tr acliune (\ oum,r) (I S 2.101 Nim* la

metale). Punctul P (zp, 6,) reprezinti limita de pm[,or!mnaltf(tle (hmlta dome-
ninlui Hooke), Deformatiile elastice se intind insd de obieéi ceva mai dcp‘n te

«de limita de pmpmlmholu.tl(‘ pina la hmzt([ de clasticituie, dupit care incepe
domeniul  deformatiitor plastiee.,

Punctul critic S(zg,05 ) 1ep:czmta limita de curgere suu de [luidilate,
Dincolo de aceastii limitd deformaliile crese neregulat fird vreo sclicitare
suplimentard ; | matenalul cm‘ge“«; csle regiunca dc plelucmmpldsl:m a
metalelor. ... -, e : R ;

Mai departe, dU}m ‘{cnmn'um cmGLm, teusmnoa crcqte 'dm nou o, data

cu, deformarea,, pini ta; limita. de rezistenfd, Bley, . Gj‘) cmd fneepe o gitnire

pronunlatd a harei intr-un; zmuzn:t toc siruperea ci, cor espun/,dmme punctu-
lui de rupere 7 (g5, a,).
L, Paclt am raporta ferfa de Lracliune I nu la secliunea iniliald S, i la

seciinnea reali- S~ {eare’ se miegoreazi filnded /)dm s sublmm) atune am
obline o Clllh.l maoneton creseiloare (punctati). :



Dac# ifaliturim forfa de intindere intr-un punct din regiunea deforma-
tiitor p[astlcc corpul riimine cu o deformatie remanentd €;p. La_o nond
e\periment'uc a probei se constati cd’ 11m1_t'1 ‘dé’ proportmnahtate cr‘e'ste :

6p ' 6p Acesta este fenomenul de”fntdriré a matenalulul prm prelucrarea
sa {deformare plasticd) la rece.

12 2 2 CONTRACI‘IA TRANSVERSALA

E\pcuenla arati cd in {nnpul intinderii barei, dlmensmmk sale trans-
versale se micsorcazii; bara se contractd si- ace*lsld contractic este pmpor-
tionalii cu alangirea (In dom-» uul eaastu,) . S

AI A ' ) .Ft . ‘ ‘I . .:7 .
;——:=-~;L—l-ﬁ—115ﬂffi,£= & ‘.(12.3)

bO In k . E i . .
unde p este cocfzcaentul lui Poisson (’tdlme.nmm!) (pentru mel'ﬂe p.;z 0,3

sau 1;’2) ‘ 3 :

Relatii analoage celor de mai sus se aplicit . %x cnmprmmm 1'1 acest caz
£ < O(Al < 0), Ab > 0 5i ¢ se considerii negativ (i locul Lontuw(,lex trans-
versale Poisson avem acum o umflare transv ersald’ Pmsson) :

Variatia rclativi, de volum este :,

AV Sﬁ(i — ne)? t'n(l E)_ So’s
Vu . ‘SO{O

unde am neglijat termenii superiori in &, deoarece ¢ <€ 1. Vom vedea mai
jos cii totdeauna 1 — 23> 0, astfel ineit volumul creste prin tractiune
(¢ > 0), respectiv scade prin comprun'uc (e <= O).

se(l—20, | (12.4)

gy =

.

12 2 3 LUCRUL MEC ANIC

Este cfectual de forta a‘plica'l:“l si ,,mm'ma?m'lt“ in’ bari sul) forma de
energic potenlialia de deformure' ‘ Lo
1 Al - ’ € R T €

W =SF(II SGS" a —1 -ws,esnfod — "_'——-Sofps o de
I A 0 o I R 0 PR
sau rapmtat la \olumul 111111.1! nedcf‘armat R T B
v S““-- T a2
R . ._\.0 D T A SRR
0. PR ST LA R

sy L .. R LA
Pe "ldflclll G =% deest Tueru i nigcanie ‘pe uiitatea de- volumm ‘sau densiiatea
de energie polentialdl este dat(d) de aria mirginiti de Lurha Lensmnu"cldstu,e,
axa deformafiilor elaslice si or donata defornidtiei-finale e i
1n domeniul elastic:este: wvalabila'légea” Tui Hobdke" Gl JEis L, asifel incit
integrarea’ dii‘ ehiergia clastici pé wnitatea de-voliim:: N

ey

et e

Prin; urmare; in ficcare iunitate dei volum-a corpului se.,inmagazineazi®,
atit Ia Intindere cit si la comprimare, o encrgie poLent:ala proprotionali cu
pitratul deformaliei elastice squ cu pattatLl tensiunii elastice,

In pmctma, atita timp cit e 1'csL11n em la domeniul elastic, unde defor-

matiile sint mici (v < 1 %), putem serie 6 =FJ S, szﬂetc., neglijind pu-
- l

terile supcrioare mici ale deformatici e.

Intinderea sau comprimarea:barei di deformatii omogene, adicii toate
fibrele longitudinale -ate barei sint deformate identic. In cazul incopoierii
unei bare avem deformatii. ncomogene : fibrele interioare (spre concavitate)
sint comprimate, in timp ce fibrele exterioare (spre convexitate) smt intinse,
si existd fibre neutre de lungime neschimbati.

12.3. COMPRESIBILITATEA ;

12.3.1. INTINDEREA
(SAU COMPRI'VIAREA)
"UNUI PARALEMPIPED

Fie un’ paralehplped supus ' in-
tinderii sau comprimérii pe toate fetele
sale (fig. 12.2). Deformatia rezultanti
este 0 suprapunere 2a deformatiilor
generate scparat si 1ndcpendent de
cele 3 solicildri pe cele 3 directii
perpendiculare (deformatii presupuse - Lol
mici) (principiul suprapunerii valabil In amommalm hm'u a). Cd uwrmare &
solicitiivii o pe o directie, rezulté o alungire a/E pe acea directic si o contractie
transversaldl ; Poisson —- pof/E pe: celelalte doudl direclii perpendiculare
(transversale) astfel incit pentru celer 3 solicitiri rrezultd urmitorul tablon
al deformatnlor :

W Flg 12,2

Y Tabloul deférmatiitor clastice s

"0z i Oy C 0z -
gy i -- O'::.!,"E . L —}J.O':,}'E .‘ I ,_'yfgx'lE. .
oy e —paylE e A =poyfl
TR P T |
a, — c,.fE- —pafE s ol
¢ P
[y -
I’lm insemare, gisim deformatn]e rczu]ihnte pc fiecdre chrrchc-
EJAlz - P—(O'y l"lf_ Gz) i Azy. Gy H(U: +.a )
bp = 0 = Cy =7 =7
" E ly - E
o=t G plEahm) (2

L, - E



Deoformatiile fiind considerale mici, le putem asumia cu d:fcrcntmlele astiel
facit pentru vauagxa ‘de volum avem : : : A

VﬁIH,,. In.V =ini —-—In! —{—11112,

1o

dv dly d.’ AV AL AL AL
—=—v——} -—I — £y = ﬁ—-'r-—.-—]i—-____‘
¥ i {, Iz Vc_. ol Ly -!?=-'-.,1- L

: . 1—,2[1,: v e L

Ep == &y T &y 1+ &z == T(qx + _Gy+ G_z)~ : ) (12-8)

D(,Em'matla el’tsuc.-,l (1e1'1t1\ &)y a volumulul, ey, se po'tte thlne 51 astfel
{3in (12,7) avem ; S :

Al = egloy sau 1y — Loy == solo, san I = (1 4 el
de accea volumul deformat este R ' '
11’ ___I I i-y == lnzioylﬂz(l _i_ Ea,)(l "i—:Ep) (1 —J(" Ez)

Donarece in domeniul elastic deformatiile smt lIllCl (e "~ l“o sau € € 13},
avem in primi aproximalic : o R

= VoIt e) (1 + ) (1 + sz) m Vol - gy = gy - €)),

de unde

AV V—VaR
Epr = :'—_""=Er:l'5| *‘cz:

v, Vo ..

adicd formula  precedentd (12.8).
COMPRESIUNEA UNIFORMA., COl‘s‘IPRESIBlLIT %’I‘EA

I1 cazul comprimirii uniforme de tip hidrostalic.a nnui coap, se dcfmes.[e
cowfirientul de compresiune (sau de compresibilitate) prin relatia :

el 1 é¥ ’ )
<,>.,___]_A_V. x:-—__.ﬂ, T (129

Ve ,ﬁp . . Vu op S . ]
adicd » este numeric cg‘a! cu dcsclcsterea unitali de volum Ia o crestere c«fala
cu unitalea a presiunii.

Experienta aratid ci totdeauna 1:1 o crcchm a presiunii \olumul sc1dc
deelan 2> 0.
Inversul lui x se numcste modulul de comprcszunc

L . . . X :, 2 aV

Fyrmulele (12. 1—8) dau_in acest.caz (Ap > 0 mshamm 0 compm.lau,, deci
6 <« 0, adich 6.=— Ap): ;

(12.10)

’ ey 12
==, =G, == o= — AP g = gy = &, .-:,:"'s_-——"-'f—:'lp, (12.11)

i 3% X . o
L S I

gy == - = 3z :——3———"}—L\p ws —— w AR, (12.12)
Vo . W E .. ' L
.x_:_M, -I{gi:_E_;,;'.' ._(12-13)
" . . "®r (1 — 2p)‘ .

(,um w > 0 rezaltd 1 — 2u > 0, deci totdeauna p. <z 0,5.
La metale Kz 1,5-101 N/m?, la apa~2 -10° N/m? ]‘1mcrcur_...,6 101N/m?>.
Energia clasticd -, mmaga/mata prin deformare, pe unitatea de volum
(densitatea de anrﬂle) este: '
w1 1 1., (Ap)y
—_— = (€, —l—t—:,c‘ —}- 2,6,) = —tps =— K} =—"—- (12,14
v, 5 e Y ) mgee =R =S (3

12 3.3. DEFORMATIE UNIDIIVLENSIONALA

: Sa consxdcmm acum. lendcrm unei bare, prinsil lateral atlt de rigid,
ineit dlmensmmle transversale nu se pol schimba (de exemplu, compri-
mirile ,si rarefierile in unda sonorii care se propagi intr-un mediu elastic
HEIIldI“IDIt nu pot produce :contractia sau umflarea transversalad Poisson).
Datoritd reactiunii peret:lm laterali, care impiedici umllarea (sau contrac-
113) transversalii a-barei, in bard apar tensiuni elastice.iransversale a caror

_mirimese determind din condifia ca dimensiupiletransversale si nu se schimbe.

- Fie deci tensiunea o, in. dlrecm axei-Ox, atunci trebuic si avem ;.

As.y _ &y [J.(Ga; —i"‘-"'z') =0, == G Iu.(G_{-' - n‘,‘,) -.:___‘ 10’

) . 4‘
o 5
PR . Lo 4

‘d__é. u;idc
o : 2 - <
‘gy—;—(;,imp’ Gy o (12.15)
. 1 —u . , o
iar pentru deformaha lonﬂltudmala £, rezulti :
5, —pfoy -+ cz) 1—p— 2g

Ep = -:;

_ E L(l ”_.r’-)
RS (1+uN1—2m

‘ | El—w) o E'_Gz b (12.16)
‘ - T -

6. = L' ey, nnde‘ DU (12.17)

U TN aEwas el

Pentru w & 0 3 (metale), av em. épromma‘rw E' ~ 1,35°E. :
Vom folosi acest rezultat la studlul propagirii sunetu]m in medii elastice
nenm! “:mte : ;

e RN

12 4, FORFECAREA (SlAU LUNECARI] A)

e }

In cazul ‘intinderii sau comprlmd.m varxaz’i vclumul mrpuhn (1.2 43.
Existi dcformatn in care polumul rdmine; cons{ant, sch;mbmdu—se numai
forma. Lo O T T S L DO



12.4.1. FORFECAREA SAU LUNDCAREA

Accasta este deformarca in care uncle silatun queca peste altele, Daca
apliciiim douil cupluri de forte Ia doud perechi de fefe opuse ale unui paraleli-
piped (fig. 12.3), straturile se vor deplasa unele fald de altele. Pentru de-
formatii mici, experienta di o pmporhonalilatc intre unghiul + (m -rad)
si ofo:ful tangential ~ —F,’S :

. . LA
N .;;_ - . . Tty TR e '\ g e =iy
A'L.. _E=i % R STUTTe

== Gv. (legea Iooke); (12.18)
{G]._;:l.\&jm- in SI. (12.19)

pilt £

2

{

/ / unde & sc numeste modulul de
J &= F/ée lunccare sau a‘c fmfecarc

gk ‘//f i o 1242 LEGATURA(XJELAS-
Ty f,d Ve ?_ oo 7 ’I_fI(((ZIfIfA’I‘};A_A LA TR.'XCT_I_UNEV
_,?7/”77-,«/7»7«7777777}7}/}/7/7 : : - Deformatia de forfecare este

ccimalenla cu’intinderea flhrelor
i paralele ‘¢u (Ilagomla AC si'¢om-

. Fig, 123
primarea Tibrelor pzualelc cu cealalta diagonald - BD. Tensiunea de

intindere “si’ cea de comprimare " sint- ebale respectrv cu £ 7, déoarece.

psmcct]a celor douii [orte F pe direcfia AC sau BD'dd XL 2F cos 4.) = F\/—
far aria sectiunii dlaffon‘lle la care sm{. raportate cste S\/H, de unde ¢ =
N G N e

Alungirea dmrfonalei AC sau compmnaaea dlaﬁonaiel B sint egale cu
£ == - y,".., dwmcce alungirea sau comprimarea absoluti a diagonalei este
4- Al cos 45° = += AU\/‘.E, iar lungimea diagonalei, la care trebuie raportati
alungirea este/,1/ 2, de unde ¢ ='-L Auzzo = -4 v/2. Dar deformatia de alungire
a diagonalei AC, € = /2, se compune : R
din deformaiin de alungire ¢/E ==
= 7{I¢ datoriti intinderii ei cu tensiu- '
nea o =t si din umflarea Doisson

pt{l datoriti comprimirii transversale -—--»---"-}«:?g—
6 = — T pe (lirccf,‘ifi BD : w‘, |y —
' 1
a=—-——- U4 ) — b
o *‘ ( “‘ P') quh )
(_12 20)
si cum v = /G, rezulta .- -
N Of e : RN PN § B doa e { S~
1 G-_—':"""",'”‘-”‘;‘“ e (1221) Lo i D e T N
T At L N
{(pentru materiale obisnuite, G & 0,4 E). // ' S
Deformatia de forfecare apare la s
thicrea tablei, | a sohmtarca mturlior i
ele. (fig. 12.4). & X ”::‘C\\ N :;::\\ N
Deformatia de lunecare de mai sus T e
cste omogenii. O defermatie de lunes . ooy e e T
P » { v

care neomoqcna ‘este Tisucirea sau forsi-- -

unca unei tije sau [ir, : Copiged o e

Prin urmare, proprietitiie elastice ale umnui solid izefrop sint caracteri-
zate numai de doud constante elastice independente, de exemplu, I st G.
In cazul corpurilor anizoirope insi (cristalele) sint necesare mai multe com-
stante : de la 3 Ia cristalele cubice, pini 1a 21 la cristalele triclinice.

12,5. INCOVOIEREA (FLEYIUNEA)

12.5.1. FORTE INTERNE

‘mm studia incovoierea bharclor, con31der1nd ca. dunenammle‘ mr {ransver-

‘sale sint mici fafi de lungimea lor, iar deformat,ule sint mici i ramin in dome-

niul ciastic ([e_ffea. IIooke) Presupunem de asemenea '¢di'toate foriele sint ver-
ticale si actioneazi in planul de simetrie vertical, longitudinal, al'barei. Atunci
in orice sectiunc a barei fortele interne se redue la o for{d (ransversald (idie-
foare) Q si la un moment incoveietor (cuplu) M.

in qdemu, si sectionim bara la distanta = de capitul siu sting A 5i sa
mclearL'lm parte'l din dreapta. Deoarece partea sLingd a fost si este in echi-
libru, inscamni cii partea dreaptd a actionat asupra celei stingi pun forte
interne. fn sectiunea- S, care se redue la o rezultanti Q aylw'\.la in centrul
sectmm: h) 51 un cuplu M.

Desigur ci si reciproc, conform prmmpu.lu; ITI al fortelor reciproce
pzute'l stingd aclioneazi asupra celed drcpte in aceeasi seciiune S printr-o
fortd st un cuplu de sensuri opuse.

Din conditiile de echilibru pentru oricare parte a barei Tezultd ;

Forfea transversald ({dieloare) Q i cup[ul {(momentul zncnml'cmr) M dinir-o
secliune S a barel reprezintd re,,ul!anta si momeniul reznliant fafd de centrul
secliunii S al forlelor externe aplicate pfu'!u dreptc a barei (sau minus rezultanta
siminus momentul rezultant al fortelor externe aplicate périii stingi a barei).

(Evident, se poate face o aitd conventie schimbind rolul pirtiilor.)

N
5.2. FORTA TAIETOARE SI MOMENTUL INCOVOIETOR

Alegem axele ea in figura 12.5. Si izolAm un element dx din bard, supus
numai la forte distribuite continuu g (for{a pe unitatea de jungime a barei)

b

d -
A= D S
m%éwx q 15 w%w
R M
|
AT
Fig. 12.3



(fig.-12.6). Din cohdii;ia de echilibra pentru rezultanti (pe axa Og) rezuoltd:

Q4+ gdrt 0+ dQ =0, de unde ‘:Q g (12.22)
foe . A

Deripata forlei  ransversale
(fdicloare) (} in rapori cu’abscisa
¥ esle eguld cu minus densifated
liniardd ¢ « forlei disiribuife.

Din  conditia  de echilibru
pentru momulte (1[ este comsi-
derat, pozitiv in sens {rigonome-
tric 1y rezultd (l‘umd momentele- . . : I
falit de “seclinnéa stingd): SR ~ Fig. 126

vy

ke

1a+aa

-_)MdM

Jx

——M -+ (O —1— dQ) d |—(](I'L-—L——r M 4 dM =0,

de unde, no"hpnd tel menii mfnnLenmah supcuorl (cme 5C anu]ea?d}
M L ‘
i a;..—‘—-—'Q. . o . (12.23)

Derivate momenfului incovoietor M in riporl cu absusrt X cslc eqalu cu fmm
transversald ([dieloare) cu semn s‘dum bat — Q.
~ Evident, fornmlele (12.22—-23) nu se aplici pentru sectinnile unde Tu-
creazit forle externe si n’lomcntc O\lcme congenlrale (acolo  deriv atele sint
dlsconlmue) o

Din (12.22--23) ll‘cz_ul'La :

L e A (12.24)

12.5.3. DEFORMATII SI TENSIUNI
Prin incovoierea unei hare fibrele longitudinale de pe partea convexi se
alungese, iar cele de pe partea concavii se confracti. Existii-un strat in care

hbu!c doar sc curbeazi dar nu- si schimbi lungimea -— sfratul pentru (fig. 12.7).
Intersectia sa cu planul sectiunii [mnsvcrsale di ara nealrd (0:z).

Fibre

contractate Sem IDI?E’ fmnsversa/a

Strai

neutry Axa

neutrg

Fibre glungite
“Fig.t12.3

Sectiunile transversale, planc inainte de deformatie, rimin plane si dupi
deformatie, ele doar se rotese in jurul axei neutre mmlnmd perpendlculare
pe stratul neutru {ipoteza lui Bemoulll)

SA caleuldm. deformatia unei fibre situate la dlstanta y de stratul neutru
(fl” 12.18). Tie R — TAZA de Cllll)LlI‘d a stratului neutru, atunci dz = Rd®

Secfiune
transversali

Fig. 12.8
si alungirea va i (R — 1)df — RA0 = — yd). Raportind-o la lungimea ini-
‘llaid ncde[mmam dv = RdO, obtinem deformalia elasticii:
e =2 o (12.35)
R

Deformaliile fibrelor sint direct proporfionale cu distaniele lor pind la siratol
neutru. )
Aplicind legea lui Hooke, giisim tensiunea elastici
6—=FEe=—LEL . . {12.26)

1n stratul neutru (y = 0) tensiunite normale o sint nule.

1254, MOMENTUL DE INERTIE GEOMETRIC

Pe directia lonﬂltudmala Oz tensmmle elqstlce care aclioneazi 1ntrr
secfinne transversala {(0yz) trebuic sa dea forta rezultanta nuln (am presupus
cii. toate forfele. ewcterne smt verticale)

ScdS Zo, —SE !
. o R

sau ordonata y, a ,centrului de greutate” al sectiunii:

—_»0; 'S“y'ds ~0 e

-I”"t‘}fqus'ﬂo ST (1227

i



(4 — aria sectiunii tlansvelsale), ceea-ce inseamnii i qre ncuim irece prm
seenlriade greutute® i sectinnii. - . - e

(um fortele element‘we normale ¢ dS aphcate sec{mnu tmnsx ersale au

fie Soxooco s oot rezultanta.onuld (12.27),: ele  dau. un

; L cupluirezultant al . cirui: mome_nt este

ehiar momentul Incovoietor (fig. 12.9):

— Vo dSy = M, S} A dsS =
_ R

e 1 a =B -
Fig. 12,9 M= o (12.28)

def
J :Sy"' a8, [J] = m?t, (12.2%

unde J se uumeﬂte momcnlul de mezlzc qcamctue al secfiundii fati de axa
neutrd. . S

Momentele’ dc merl;ie geometuce se calculeazit analog celor fizice I. In
figura 12.10 sint daie citeva scctlunl cu momcntele lor cIe inertie geometricc ;

A=039

i

y 3
72/5/“’ bh]

Tegont o pelpt FeTigery 'J
' 4
CiFig. 1220000 il el
pentri momente de inertie egale sint comparate ariile Ior A ; din punctul

de vedere al econom1e1 de m'tterlal sectmnca mai CCOIIGIII]C’I cstc cea inelard,
i . I s

. ECUATIA LINIET ELA.STICD

Sub acl;mnea fort,elor aphcale axa barei ‘se curbeam, liindcit centrele
seciiunilor transversale se.deplaseazi, iar sectlum}ef insele se 1otesc m guruI
axelor lor feutre. Vo’ _presupune ’ déplasarl mici. .,

 Axa barei’ia, prin incovoiere, forma unei cnrbe planc an:td linie el(fstuu

Raza de curburd a stratwlui neutrn, deci si a liniei elastice, este datd’ de
(12.28). Pe de alta pzu te, dm matematu:d se cunoaﬂ:c e\presm curburii unei
curhe pltmc ‘

R 7 R LY
H [1 "I‘ (dy/d’lf) ]/“’ o [} _!_ y-';]ﬁ’rgj"‘""dxg.

-unde am neglijat dyfdz =tg 0 ~ 0 < 1, considerind ¢ unghiul de incovoiere
este mic. C

=y . (1230

Prin urmare ecuafia diferen{iald a liniei eluslice esle

o Lt AT - S (231

da® :
Prin integrare oblinem ecuatia liniei elastice y = f(x) in care vor aplﬁrea
doui constante de integrare, care se determina din conditiilela limiti (margine).

12.5.6. BARA INCASTRATA

Presupunem la capitul barei o fortd ver ticald P. Momentul incovoictor
inti-o sectiune z este (fig. 12.11) : i
i

M=—-P(I— x).

Atunci (12.31) i ecﬁa{;ia diferentiald :

EJYY _ pio),
- dat
de unde, .. ”’
E.Iﬂ:—l—szﬁ - '
de 2 : o ! -
” . ¥
— Piz -+ C. = =
Pentru v =0 avem 0 — 7] L vl T
=0; dyfdx =0; deci 7 -
€ =0 N v
c : QJ - : R T : ;
EJy =~ pws — p N
. 68 ‘
o1 5 ' - l
L P+ G P :
2 '
Peitru x —0 avem y = M4 -+ o S ' o K
-0, deci ¢’ =0. Ecua- 777 T T 1
tia axel barei devine —U'/I—
FJy——l-Pm( z] TR |
fo 7 (12.32) s o Figo 1241
de unde sageata O ot
P (12.33)

"3EJ



12.5.7. BARA SPRIJINITA LA CAPETE

Presupunem la mijlocul barei o forid verticald 2 (fig. 12.12), atunci momen-
tul incovoietor:

i P
4 : : . JI_:—:; z pentrn z < /2,
P . . o - . -
& 7 P2 P
Ch—= — - M = —( — x) penlru
Q} v ' o x> 12
Pl ——
015 X 51 ecuatia dlfchnlmL\ a -
niei elastice
-Pf2 ,
| pr & L pe <
"1 ) de® L2 o
1
IJ(—]i—— P - C
x dx 1

Tig. 12.12 dar pentru x =12, 4’ =0,

deci € = — PE/1G;
Jh,r=l[’“~—1—mz -7, .
12 16
dar pentru @ =0, y =0, deci " =0,
EJy =i P (L — I—J, pentiu & « I’:I - | (12.5.{1)
4 3 4 :

Peantru cealaltdl jumitute a barei curba elaslicd este evidenl simetricd cu
aceasta.
Sigeata este (x =1/2):

1 pre
e 12.35
==& (1259

Formulele (12.33) si (12.35). permit, de exemplu, calewlul modulului E.

12.6. TORSIUNEA

Fie o tiji, un tub sau un fir risucit (fig. 12.13). Baza silpenoam a sufe-
rit o lunecare fatd de baza inferioarii, dreapta ADB s-a rotlt in pont;:a AB
unghiul v fiind unghiul de lunecare la distanta r de axi : v

B _igymy =22, (12.36)
AR {

=t

iq

'zel superm'ue re/ullﬂ de aiei prin’ in-
_tefflare

-

Acestei luneciri 1! cmcspundo o tensivne tangentialit o
- + =Gy = Grojl. - (12.37)

Forla corespunziloare 4F aplicatd ariei elementare’ dS va [i ¢F = =dS si
momentu! ei fatd de axi:

AM = rdFF = G'%?'Z’d S'._

Momentul de torsiune total, ap]icn‘ﬁ']n—

—=Cb,  (12.38)

; (Iclf -
J, _=Sr"-'_ as, (12.39)

C -*G—'l[ [C] #1 \T m/rad ('12.4('))

Fig 1213 -

unde J, este momentul ‘de inerlic rrcometnc polar ‘11 scetunii, iat C conslania
de torsaune : 4 . T
Pentru un tib cilindric d(* raze R, PR
R
Ty ==\ re2mr dr = — (R — %), (12.41)
2 . -
m palhculal pentru un flI‘ sau t:]d CIIIDdHCd

I ==——R“1 C*——:GI{” - (12.42)

! - . . ey e P RN LR A

' _’\Iomentul de torsxune aphmt eqic propmtlonal cu unﬂhml de “zguulc,

iar conslania de’ torszunc este propor[aormla clf putcrm a 4. a a m‘e: fuufm
" Lucrul mecanic efectuat la, msuclre va fi

AL

(12.43)
DI

W = SM(IG - _ca~=_j 110
Dacé printr-un arbore se transmlte 0 putclc P 'Ltuncl undhlul 'c'r.- rasu-

cire a arborelui, va i - o . et e T
M_P P22 (12.44)

1243



moxi{:itl;fllll;ﬂiauzl?‘m f1r1 csc%e golosilﬁ in balanfa de forsiune pentru misurarea

1 cuplu de forle foarte slab, de ex i i

: : ‘e fo: ab, emplu, in experientele lui

E;S\;iritflsh. Sev f010§esc fire subfiri de cuart de 1—100 um, iag ungI;iuI de
¢ se masoara cu ajutorul deplasirii unui spot luminos refiectat de o

P S e . o1
oglindil foarte micdl fixatd pe fir. Sensibilitatea este extrem de mare

-12.7. FRECAREA LA ROSTOGOLIRE

O bild foarte durd (de exemplu, din sticli), lansats i

erizontal dur ((%t_a exemplu, {ot din sticli) se géstogole;ticlr?ulll::nﬁlrlx}q;j ?\;!15;:31;

: - uniform. Dack bila ar fi perfect durii si
planul ‘orizontal perfect dur si n-ar exista
frecarea cu aeru!, bila s-ar rostogeli la
nesfirsit rectilinin uniform, deoarcee nu
apare nici un cuplu de frinare.

In realitate, si bila si planul se de-
fgrmeazcﬁ, in fata bilei se formeazi con-
tinuu un ..val” {vizibil, de exemplu, la
rostogolirea unui tivilug greu peste o
buqatﬁ de caueiuc moale) si punctul de
aplicatie al rezultantei N a forfelor de

Fig. 12,14

n ' : tnainte cu distanta f, dind un moenient
éde fr'marc. (‘faig.ﬂ 12.14). Totodati apare o fortd tangentiald de frecare
a rosfogolire I, care sec opune lunecirii.

- | -_—
Pe misurd ce for ttdq tractiune I cresle, se deplaseazd inainte si forta

g;"rée?clt;lll:lliennorma? N pind cind corpul porneste, dupi care aceastii depla
‘dmine practic constanti. O putem gisi din 05 .
aniformd : p g condilia de rostogolire

7 AN s TR A\ INT F. '
F-"—F,.A—«O,_I,.R:ﬁ—-i\‘r=:0,_ f‘_—_RFJ{f]T"l m (]245)
$i reciproc, forla de frecare la rostogolire
' N - : :. [E - C
F,::f—ﬁ, (legea lui Coulomb), (12.46)

k*f-mcip f s¢ numeste coeficient de frecare la rostogolire (el este de obicei de ordinul
tf:mu milimetru). Se vede ci forta de frecare la rostogolire F, este proportionala
<u apdsarea normald, ‘ca 5i for{a ‘de frécare la hinecare F,, dar esté mult mai
micd. De exemply, la o roatd de caniion cu raza R= 0,50 m, pe teren dur:

F,=pN, F,=L N,
FF, = uR|f =0,4:0,50.: (4.107%) = 50,

#at pentru roiile de. t;‘{:n:: I, F, = 2000, \ - S
Dacd corpul se rostogoleste liber pe un plan orizontal (N == G) v
: Vg 1 o
Fpmf—
"R 14 NmR® (1247)

AA

reacliune normale se deplascazi putin-

Coeficienlii de frecare la_roslogolire -
807 m

TRoatid de [ier pe cale feratd
Toata de fier pe asfall 1:107%* m
4.107" m

Cauciuc pe  teren dur

PROBLEME

1 m so roteste uniform cu viteza unghin-

12.1. O bard omogend subtire de lungime [ $i mas T
(fig. 12,15). Si se afle tensiunea elastic

Iard ¢ intr-un plan orizontal in jurul unui capit [ix

)

| ZIA.
W ( O N »
L,.“___x__ L2 RN "

Fig. 12.15

din barii la distania 2 de capitul fix si reactiunea Ra lggﬁru]ui. Cunoscind sectiunea A a barei
si modulul de clasticitate E, s se-afle alungirea harei.

1 metl?
B P = el — @) R=——motl. Al=oo—.
Y 2 24K

&

12.2. O bartdi subtire omogend $i uniformi de masi m- ,Fg
s lungime ! oscileazdi liber cu amplitudinea unghintard o L : M
in planul vertical in jurul capitului superier fixat infr-o - ,_'Z,///' L /L/_z
articulatie (fig. 12.16). 54 se afle In functie de unghiui dec 2
deviatie-0 ¥ n) viteza sl acceletatia unghiulard a harei; h) foria PR3,
de presiune cxercitati-de bard asupra articulatici ; ¢} mo- : 1
menta! - incovoictor lasdistanta “x dé articulatie. .Care este ST
scctiunda periculoasi @ 7 e o

i _

Lo

I. a) o° :%T- (cos @ —cosalh e = — -;f;— sin 0 ; l

&

o ~‘1='6'-_‘='-]j'_ii mysn 03
oo e masn g Fig. 12.16

i

g M

.'-. . .- I.‘ . 1

= T‘—q—_(l —xpasinl; My, = —u- mg!sin 6 pentru = = [f3.
E B -

BT PN B N .

12,3, O bard de lutiglmis [, so¢
: . TR SO IR - i
aiic alungirea barei datorifd proprici sale preutdil.

thume A st masd m este suspendati la eapiitul suporior.:5d se

w, Ar=-"¢
2EA



12.4. O hard uniforind’ de lungime [ §i moment geomelric J se sprijinii liber 1a capete pe
doudl reazeme. fiind fnciircati cu o for|i uniform distribusts q ca in ligura 12,37, 5i se afte forin
momrntul fheov ou-tor maxim s5i sigeata.

tmetoare m'n\lmﬁ

: . 1 : I -
K. Qm == (/8 .‘II?,,: — g5 f E
. 2 U B

- N - " .
“ﬂTﬂTnIanInrgj'
0 e
—gis2 ' .
‘1.
MA
q:.’f’s e
g : e gom
X
Fig. £2.17
.381.1;’{' L o
':=inl: :‘I 1 ' 1 B O har.l umform.l dc lmu.. 1m1

- §i- momcnt gcometnc Js este . ineastiatd
~-laun capat sidneireatd o1, 0 foréd uni-

q Chrn it
T O Er Ty

form distr.build o ca, iu_f:gul_a 12,18, 54

2 se afle forta tiictoare maximi, momantul
/ Incovoicter maxim si siigeata.
7,.7"', Co- . oy ) o,
Hee o R G, = —ql, M,'=
Yk
Q . i
= e—— !]l y f"; -
: SEJ

12.6. Ce presiune interioari poate
suporta un tub cilindrie, respectiv un ba-
lon sferie, ' daci raza este R, grosimen
puolil(r d, (€ Ry $i teusiunea elasticd
de rupere ‘o, ?

2edi1

12.9 Ge Iucru mecanic trebuic efec-
tuat pcntru a curba intr-un cere o bandi
e okl -de- Iungime {,. 13time. b si; gro-

. IL p = cd,u'R 1_:3

Fig. 12.18

sime. 1:, cunoacmd moduolul F T Se consx
“derid” deformatiile “elastice.

2.
It. W= -L"Ebh’.\_ "
6t

 CAPITOLUL 13 .
MECANICA FLUIDELOR

Problema fundamentald a mecanicii fuide lm esle dctcnmnare d:strl-
buliel presiunilor si vitezelor. le un fluid. R

1
oo .

13.1. STATICA FLUIDELOR

Intr-un f[m(l {n repaus prmzunca esie urohop.l Pe ficcare clement e
suprafafa dS in interiorul fluidului se exercild o Imla petpendmulm pe su-

prafaiil si indepeundent de orvientarea ’ngmv(':ll'}.lulm (IL:S‘]Tll_)I‘lfai,d pdS
13.1.f, PRESIUNEA HIDROSTATICA

‘Datoritd greutitii' lor; piturile de fluid cxercild presiuni uueLe :llsupt;a
altora. Variatia de presiune dp intre doud suprafete de nivel z, z - d- este
dati de greutatea - piturii de fluid . o -

- bR ot Zy ‘
de grosime dz, exereitatd pe unitatea , o
de suprafata (lig. -13.!).:‘ i : :
Y ‘ ez | et _..ptdp
dp = — pq d-,—p- == o, Ll A ——p
¢z Poonar [ S D )
——f— N
. . . ‘ o
h g, S o lLoas .
ox RN RIS SR IR ’
- Mai general, presiunea 'p  intr-un’ T Fig. 131 . in -

fluid este o funclie de punct, p =
= p(z, ¥, z). Variatia ci se dﬂtoreste greutitii paturilor de fluid, adicd prezen-

—_
fei- chmpului g,lavxtai,mnal I‘ =4, (a forlelor. masme) Gradientul presiunii,

‘tare caracterizeazii variafia p1e5umu in spatiu'si este dat de derivatele paﬂ,laie
ale acesteia, este uam vector -perpendicular pe: - suprafefele de presiune



constanti (i . S .
tantd (in sensul cresteri presiunii), deci este perpendicular pe Supra-

fefele i ravitafi ; i
fele de cimp gravitational constant in sensul acestui ciinp. In cazul particular

de mai t e si i
1 sus aceste suprafele sint orizontale si cimpul este vertical in jos

de a ora ! e .
A ceea ='mdierjtul presiunt s-a redus numai la componenta verticals (13.1)
(in SC ales). In general avem '}

= dm d I

grad p = iﬁ :P;ﬂ»pz_q_lf%_ ‘
P g==¢ v Ay (13.2)

g t Z IJ 1 l gﬂ (4 or! [ St o patuinied
I adflej[ 1)1 resiu este ¢ [ i [‘ ¢4 pC i II(I[LCI e U!th!!?l (de ta{ It
Ln.l 11 dC L} 1Tacea | raci . ) ] < ¢ 2 p
(:hl d 2NS [ t 11 P CS[ZO ‘1@{.1{, COIlSt 1318 ’
. . P e nt 1,{ E.')L. feI lIlCIt (13-1) d 11 rin

P:—p1 =— pg(z: — z,) sau |Ap| = pgh, (13.3)
unde f este grosimea stratului de fluid,
. AR S PR . Lo
Observafie. Presiunea (13,1—3) este -murnitd” Ridroktatics saii aérostaticd spre’'a o deoseli

p clicd de 1 gaze, ¢ -
, care se datoreste P
de résiunea ¢fnclic a gaz C§ hﬂnlbslrdtlmﬁlﬂ ului molec ular asu pra ere

P,

15.1.2 UNITATI DE PRESIUNE

: *:‘_: | L TR i
Reamintim unitifile de presiune:
[]_rF] P, s
P ____[—S} =LTMT™ =1 N/m"=1Pa in SI,
[p}lzl d)tnj(‘rr'lz = 1harye =.0,1 ,N,'ni?.in cGSs. ., | (134
©-+1 bar = 10¢ baryei= 1 bbarye =.10% N/mz, . C

Alte unitifi tolerate, folosite curent sint iirmﬁtuérele.:

Torrul (sar i { init
(sae mm Eg) exte egal cu presiunca exercilald de o coletind de mereur thalld de 1 mm

SO L . .
la 0°C yi tn etmp gravilafional normal (slandard), Folosind (13.3):Tezultic .,

1. Torr = [pgh] = 13,5051 10° *E . 3,80665 ™ 1 107 1 =
. R . m? §% : Co

, = 133,322 N/m? & 133,3 N/ms, ‘ (13.5)
O afmosferd fisted este exald en 760 Torr : .

1 del S .
atm =760 Torr = 760-133,322 N/m® =10 1325 N/m* x

~

© & 1,013+105 N/m® = 1,013 bar. o (13.68)

O almosferd fefinicd este s :

:1I:dsf o
at =1 kgfjem® = 98066,5 N/m* 2 9,$104 Njm?, =~
© 1ab = 795892 Torr 4735 Torn, -

© 1 atm = 1,03323 at & 1,033 At.

Mitimetrul coloand 'de ‘apé (mm H,0) : ; ' C e
' U L0 & 08 Ny 1 Tor & 136 mm 1RO, . (13.8),

1 atm & 10,33 m.FL.O,- -+ 1 at 210 m Hy,0, @ - R Ot K1)

Cor

13.1.3. LEGEA LUI PASCAL

Prasiunca exvercitald din exterior la suprafaia unui lichid incompresibil se
{ransmife cu aceeasi intensitafe in foate direcfiile in lichid. A L

Legea poatefi‘dedusi si te- 0 o
oretic din ¢onsideratiile de con- df= pdS;
servare a energiel :Juerul mecanic ‘
efeetuat de forta dF; pe dis-
tania dr, trebuie sit fie egal cu
lueru! mecanie al' fortei’ dFy pe
distanta dx, (fig. 13.2) : dFdy, = |
== dF,de,, dar din conditia de in-
compresibilitate;:.d S, dx, =1 S.dx. ; 3
de unde impirlind. membru la o Fig. 12.2
membru, rezultdi : :

dF,[dS, = dF,(dS. = p. - (310

Cu ajutorul legii lui Pascal se explicdl Tunclionarea preselor hidraulice.

13.1.4. LEGEA LUI ARHIMEDE

Un corp cufundafintr-un fluid este impins de jos in sus cu o forld egald
cut grentatea volumului de fluid deslocnit de corp. v : - .

Pealru demonstratie putem folosi urmitorul ralionament simplu, inge-
nios si elepant."$i delimitam . in interiorul ;luidului-un voluni ‘garecare V
de fluid. Putem presupune de exemplu, ¢ii l-am
“delimitat printr-o peliculil inlinit de sublire, im-
‘ponderalia,. perfect | flexibild si inextensibild,
ceca co nu modilicit cu nimie echilibrul volu-
mului ge. fluid/astiel delimitat, sau putem pre-
supunc -¢ii acest volum de fluid s-a »solidificat™
(fig. 13.3). Asupra acestui volum actioneazd forta

N %

de greutate Gy u—_m_q—), precum §i fortele de pre-
siune exercitate de restul fluidului, perpendicular
pe suprafala ce delimiteazd volumul V. Deoarece
acest volum deé fluid esle in echilibru, rezultanta
. - Tig. 1.3.".‘, . tuturor lorlelor de _presiung exel_'lc-:i‘tqt_'e'.”nm;mal
pe suprafata,sa de.restul fluidului trebuie si, fic.egald in. modul si de sens
opus cu greutatea G s a Tluidulii ‘delimitat, cdspunctu] de aplicafie’ in centiul
de fireutate al volumului de fuid considerat. Inlocuind acum iacestvolum

240



de fluid cu volumul identic al unui corp oarceare, rezultanta fortelor de presivne
exercitate de fluid pe suprafala corpului nu se schimbii cu nimie, adicd rimine
ca inainte, cgald in modul si de sens opus cu greutatea volumului
de fluid dezlocuit de corp. avind punctul de aplicatic in centrul de greutate
al volumului de fliid dexloenit (centrul de presiune),

Observafie. Legza Ini Arhimede poate fi demonstrati matematic pe baza formulei hidrg-
statice {13.2).
Rezulianta forlelor de presiune : r .

= . . - — =3 .

&(-—p)cls = g(ﬁgmci iy = — gpy dy = — Sydm = — g {1311}
. : OUE TN A T TR T O A R

unde prima integrali reprezintd suma (i'cz’u’itnnta) tutnror for{doer: de presinne exercitate pé

suprafafa inchisit earecare S in jnteriornt fhnidului si care delimitenzii, volumul V, Ajai depurte

am folos.t o formuld malematicdt cunoseuti (f — funeiie scalarii en $lel'i\‘atc vontinue) :

- § 145 == ngd FAv. e T sy gy

S B - R i ot o LT

s v :

Ultima intégrald din (13.11) reprezinti greutatea flmidului din interiorul suprafelei inchise S,
Bcz:rftgnm forfelor de presiune cxercilate pe o suprafatd tnehisd tn interiorul unui finid esle

egald in modul si epusd cd sents eut greutalea bolwmualui.de fluid cupringde acea snprafefd. ' v

Momentut rezultant al lortelor de presiune :

RIS I

- - — - > L= .
;%"zj__ X AF =@ rc (—pds == — <§ p? XAy = S:l'ﬂt (‘pridV-' g
s G S 5 S A
— — — . s — e
= ggrnd porondt = — g retpgdV o= — \ rygdm = — g'r }odin, o (13.13)
: V Vv 3 'l ) L - [t L
- - o
unde rok o insenumfvnc;tnrul veckornhieiiog o [
-— — —)
i ik
el = ; o, w
rot e==|¢, 4, & _=_1(€yu=‘u_‘(::'a_,,) T sty - B0} o+ K(a, — 2y0,) (12.1.4)

a, a4, a.
si.am folosit urmilcarele [Leoreme matematice (a vector eu derivate continue) -

- — : oL R — - s o
§a X d§ = —gl'ut a 4V, rol(fu) = grad f x 4 frot e, (robzo= 0). veo(13.10)
. R Y T S C

Momentul resultani al forfelor de, presivne exercilate pe o suprafaf@ inchisd dinl:-1n fluid
esle egal b moditl $t de séhd opus et momentald rezultant al forfelor de gretaie ale welumule de
flaid cuprips.ide acea suprafafd.; ;o - b :

R Lo . oo s P, . . . .
- -Greataica aparen{d a unvi corp ‘culundat intr-un fluid va Ii (5, — densi-
tatea fhuidului, o, — "densitatea solidului) : :

LT (13.16)

Dacd p, < p; corpul se seulundi, daci gy g, corpul se ridicd la suprajata
(pluteste), .
R

I PR} P B

T T S K

' . e. . . .13.15. FLUIDELE IN SR ACCELERATE
R Tt - TR I ST S PRSI Can! . T )
Dacit fl}.ldul se 2l in repaus 1"0:]:1‘L|1\" ]’]'lt)l‘.-i!lll SR accelerat, alunei este
comod sii-lstudieil Di“SR propriu i ¢onsiderdtiile de hidrostaticii “se aplick
intocmai; introducind. bineinteles forfeleide: (ransport (fortele. Coriolis siut
nule. dacd -fluidul- este in,:repausi b, acelosistem)s, . T

TN

e exemplu, suprafala liberd a.’ . : ——]

fluiduiui va fi perpendiculard pe _ \ ‘Q;_.
rezultanta fortelor masice : g‘ra\rlt_n- i , Lo . ,

tionale si de transporl; la fel dis- c L 1
gributin straturilor de Huid de d'en- —i
sititi diferite (separatorul centrifu- o . - o Hns

gal); forla arhimedicd se schimbd NS
corespunzittor ete. Totul se petrece N
ea sl cum s-ar adiuga un ¢hinp sn- 2N
ptimentar “de Torle gravitationale Fig. 134
Jele ransnorl .
egale cu fortele de trausport. . _ o '
. Mai general, dacii fluidul curge in SR neinertial considerat, aLunq mat
‘ o " : P . "1.
. TR S A " fiolis. _ )
trebuie adiugate si fortele Corio " . o
Do exemplu, dacdl inlr-un vas inehis arde o lumullmc (f(lillli:d. (c}o (,1111‘:;:};
s : in i disc orizontal in rotatie (la masgme
") si 'as raines unui dise orizontal. in v _ ;
de aer) si punem vasul la ‘marg mial B e e
I8l unei flacira se inclind spre cenfrud discului (spre axe i
centrifugh), atunci flacira se inclina spre ¢ discult pre a3 ¢ rol
Lie) si se_, ip:covoaic spre dreapta (dacd privim de sus si rotalia sc face in sens
: C g L e ey
trisonometric) (fig. 13.4). R -
-:ju adevir, flacira esle formald dintr-un curend de gmc! lf‘l‘BI bi_lﬂflt [(!lc ﬂt;r:
£ wly Jdl b : e By " 3 ] ¥ RS GrEbe .
sitnte mpi miei deeil dernl, de’dceea m‘(Ilmpm"ffo’lt'lcllm‘((“l'(d-P'ilai]‘]?'l()(f)f‘:ﬂ- rLf('-ti(;.f
co Tlacits ce fnelind ‘radial éidtire cehtru, iar forlele Corialis®{carcraci
fuge {lacird se inclind ‘radial ¢itie “centru, iar Torlele b.orions ¢4 ¢ actios
nc?lz;"t numai asupra gazelor [ierbin{i care'sc miscity'o’incoy ua.lie spre’ ¢ l_} a.
Analno, dacd lisim sa cadit lider un felinar (ferit de curentil (lle ‘ui]')’ I\ ,tlingll
7 ALLR R ) clloal ko ) vt A e ) ot X . e o
in’ ti‘x‘dplllb'c{ulcrii flacira se stinge, Tiindcll l]pscalc'iinla‘ ascensjonald 1% a‘ice,
care i indepiirteze gazele arse ale flicarii (deci va {i impiedicat aceesul oxig
nuiui). -

{ G0 13.2. ECUATIA DE CONTINUITATE s Chone

' priines B b o R
L . [EFRENS P i f

Flnidul este caracterizat prin. distribulia vitezelor (cimp \’I(:ctorial) 5t a

presinnilor (eimp scalar) 3

: : . L
T Wiy, e T 3Ty
=l (r, 0 p =P {) Cor o nr ( B
Dach viteza si presiunen nu depind de limp, curgerea este siafionard sau

in regim permanent.

Sp

13,21, TINILE DE CURENT

:

Sl Ty NI ation:

Liniile de curent sint traiectoriile particulelor de fluid in regim b]'.m'l_(.mq,r

sau in seneral sinl acele linii de-a lungul cdrora veelorul vifezd este tangent

< = € - X

la {inie. R o ‘

Daci prin toate punctele unui contur tnchis ducem liniile de ('.Ll.le:ll-t,

Arui s i lalerald - Forma ki i din

obtinem: un tub de curent, a ‘earui suprafati lateralit esle Tormati deci, din

L il AL SRS & S O R SN B SRR . ' " o s

Particulele de [luid aflate:intr-un tub de curent gu,ppL‘ ;,

[ A AR

1iniivde curenti:l
din el in regimul de curgere stalionmar. o= .o b o




13.2.2. FLUXUL DE FLUID
: vCantitatea de fluid dm care trece in timpul df printr-un élcmcllt de supra-
fatd d.S este evident (fig. 13.5): v o

dm = o dS; v & = pdS o di = dSdl, wo—po, © © {13.48)

i 18, I3 . \
Fig. 13.5 - O Fig 136

o T ey T T TP

unde p-este densifatea curenfului (Huxulud) de Huid. i numeric ct

e osto densilgted curenlut (Il X 1) _dt__}‘l‘h‘u_d, egald numeric cu masa
* fluid. care itrece in unitatea de Limp prin uynitatex de suprafatd asezald

perpendicular pe direclia curentului:. | L i

TN TR
: sl dm Wt o e e
BTN =TT .. = l),r_,lu, = ol o :\ g*
. dsyde e . :”_(‘}{q 187)

i

13.2.3. ECUATIA DE CONTINUITATE

Si delimitéim in interiorul fuidului un volum arbitrar V de [Tuid, mirginit
de supralata inchisid S'(iig. 13.6). Masa de [luid continuti in volemul V este

‘ S.jd"n =S.F’(I_)’ 't) d:.'yﬂ'- T T T (ISIU)
o Prinl;r-un cluement de suprafatd dS iese cantitatea de fluid (13.18}, de
unde prin toatd suprafala’iese cantitatéa de [lujd : ,
a1 §za8 — atdev aS, o a3.20)
s 5 ‘
ceea ce duce 1a scdderea corespunzitoare a masei (13.19) con[finulc in volu-
mul V (integrala 13.19 depinde de timpul { ca de un parametru) :

. dg . > o
_ 0 . _‘dS'P(“s i)d‘." m-ﬁ-gfild[dv =(FPU(IS(H,
ST DI B L [ X : f (/ I o ‘Jf'l‘.‘;( | PRI

de,, unde, P

ap " - .—)

- Y= 1V =0 y *

sl . J.S:di ( f P,U a5 e
v . :

‘ . o 4 s :

O R 2l ] JRETIR G e lapirgai e i PN R TRT SIS .
scqflcrE(t masef de Tluid continute im‘;nterlorul unei ‘supra[el“e“ inchise” S, in
unitatea de timp; este egald-cu fluxul de masd cire iese prifn-suprafala S
{expresia legii de conservare a masei). .+ = - I TERNNERERS FTF I oy

L o— i
Aplicind teorema Iui Gauss (¢ — veclor arbitrar cu derivale continue) =

— — - ~ dei : .
§adS =\diva av, div &= 2,0, + &0, -+ 2.0 (13.22
s v
membrului drept din (13.21), obtinem
'S(éﬁ+divp?) dv =0, - (13.23)
a1 oo -
v [ ) "
Cum volumul V este arbitrar, integrandul trebuic si fie nul :
: op’ . - i
%t div pp=0. (13.24)
Accasta este ecuafia de conlinuilale (sau ecuatia continuitilii) — expresie a

legii de conservare a masei fluidului,
(O ecualic absolut identici este valabili pentru densilatea de sarcind
electrich o (expresie a legii de conservare a sarcinii cleclrice).

13.2.4. REGIM STATIONAR -

in cazul 1-§gi1nului- sielionar L(perfmanc‘n_t)",” dc’nsit'ate_a"\. fl'uidu;1hi nu. de-
pinde de tinip, dp/ét =0, §i (13.24)" devine R '

div er =0 sanfdivepdv =§opaS =0, (1325
‘ Slﬁk:;ciplicﬁrln ultima ecuatie unui tub de curent intre doud sectiumi Sya
(fig. 13.7). Pe suprafata laterali: v dS =0, de aceea:

é_‘f p:(lﬂgzgg;dg'__ .
Sg B

—{eras =0,

g S, . : :
unde in:iambele. integrale din -
membrul drept, d§ se ia in sen-.’ Lo Fig. 13.7
sul curgerii. Prin urmare, =~ B S ]
— - -
Q, ={pp a8 = {0 a8 = const, - (13.26)
S, 5.

adic#i, in regim stejfionar debiful de masd @y csie wcelagi prin fiecare secfiune

« unui fub de curenf. _ ' o ) o
Pentru un tub subtire, astlel incit densitatea §i viteza fluidului sa fie

practic constante pe secliunea tubului,  obtinem :
. = Py Sy = paleSy = pUS == const. (13.27)

v

13.2.5. FLUID INCOMPRESIBIL
In cazul curgerii upui f-[urid incompresibil, ¢ = const, deci égfet =0 §i
dpléx =0 cle., i (13.24) "devine :

div 5= 0sau {divav =§ vdS =o0. (13.28)
| : 5



Aplicind unui tub

o H

e gurcnt, ca niai sus, ohlinem :

0 {705 (7af meonst. @
5:5‘1 S:q . const, : (13.29) .

unde i i ; 3 N b :
df(;; 1;:1 z::;nhele 1{1}(}5}1‘:1116 dS se ia in sensul curgerii, deci
.o cul curgerit fluidulii incompresibil, 2 bi :
=t il, atti-debifud de volum cit si ]
. ) , 1 it
de musd sint constante de-a lungul unui fub de curent. st debiid

Luind vitezele iat ; ‘
4 mediate pe sect . b .
liale pe 5ccu]unc'1 tubului, ecua_;_.ml (13,29)7‘_(1,3\1[1:0,:

| Q. =<>S = const 5i Q,y == g¢0dS = const. (15.30)

Acol : S : .

;co[ot) u:;del.tl'l'bul se Ingusteazil, viteza fluidului ereste. Rezultd atunci ci
unde liniile de curenf se indesese, pileza fluidului creste. ’

oo

13,3 ECUATIA LUI BERNOULLI. - " ©

Sﬂ M . . ’ . . ot .

o r;mn:;:‘iqif_lu.xd ideal un' fluid incompresibil si-lipsil de viscozilale
prési‘hilc };) ::11/;; c};:ﬁtui {10 buni, lichidele reale pot: fi considerate incom-
. Desi gazele sint isor compresibile, totusi resibilitate
hile. 3 $ ) [ otusi compresibilitat 5
manifestd abia la corgeri ite piate de vit ot Bttt

geri cu viteze apropiate de vitez Lului. 1 ien(a

At o yapia 4 curger ite: ropiat za sunetului. Experien{a
rati, , ir de lichide si chiar gaz A, it '
irata ca un mare numir de 1 : 51 ¢l ¢, dacil, vitezel ora si

mult mai mici decit vites L oIIGE, Bl CHan gaze, fack, yitezele acestora sint

| : ‘iteza sunetului gi gradientii vitezelor sint mici

S tisrEan e Cecit vile 1 si gradient ezelor sint mici, corespund
5 cal. Vom studia in acest paragr y i flui

oal, o, A Vom sty 1 Ii’lhz_l:L.CSl:‘ Rﬂ;’qgtaflcmgerca_unul fluid

AR A . T T M

13.3.1. EQUA',PIA LUI BERNCQULLI

Sa idersm Tluidul id ¢ ui L |
mita;; !(r:log_f;{tpd:treual I’Eud}d zd?f:l 5i &151‘1 tub de curent infinit de subtire, deli-
fa capete de-dound-secliuni dS, si si aplied ntitatii de fhui
R s ‘ ecluni 43, dS; si si aplicim cantilatii de fluid
% d;e]lmltale teorema variatiei encigici mecanice (fig. 13.8). “In timpul
sistemul se d senr i i di n
o lm sc deplaseazd de-a lungul tubului din pozilia AR in pozitia AL
otu 1S;C petrece ca i cum din portiunea A.A" ay dispirea masa dm = pd'SJU i i ==
— 4V ¢ s} i S < o - ! .
e u energia cineticd dm-si{2 si cu energia polentiald dmsghy, iar in

o

Fig. 13.8

portiunea BB’ ar apdrea o masi egalit (datorild incompresibilitahi Hudulw

ideal) din == p dS, v, dl ==p dV cu energia cinetici dm-v3f2 §i cu energia po-

tentialit. dm-gh,. - o . ‘

. Varialia energici mecanice (cinetice si.potentiale). a sistemului este deci
dr =7dm(u§ — 1) - dm glhe — 1) - (13.531)

si trebuic si-fiec egald cu luerul mecanic-al [ortelor de presiune exercitate

asupra sistemului considerat : -

AW = Iy ds, — Fy dss = p; dS,p, dl — po dSy 0 &L =
= p, AV — p, dV, AV ==dm/fp: (13.32)

oy
forfele de presiune laterale nu electueazii lucru mecanie si nu avem forfe
tangentiale -de {recare, fluidul fiind presupus jdeal (fdra viscozitake):

- -

4 A ‘ ] a 1 .
AE =dW —p, -+ P +.pghy = p. -+ -;pu% J-"pah,
T o ;

sau . o

p ]? ov® - pgh="consl. (13.33)

Accasta este ecualia lui Daniel Bernonlii (1700--1782). Constanta diferd in
general de la o linie de curenl la alta (este aceeasi la curgerea Fard victejuri}.

; o el by e -
Presiunea p. esle-presiunea - slafica; pd:"TPU- se numesle. presiune

o

T iy oF =

(NS T I st I ST T e e e
dinamied, ea se.datoreste energici cinetice a fluidului,, fiind egald cu chergia
cinetici a unitilii de volum, iar p gh este presiunea de ,.pozitie (sau.polei-
tiald*), datoritii energici potentiale, fiind egald. cu energia potenfiald a uni-
titii- de volum, - R A : o 4 C

1 oy T i A

13.3.2. LEGEA LUI BERNOULLI

Presiuneq lolald intr-un fluid perfect esle conslantd de-a lungul unei linii
de curent. : L ‘

Presiunea staticii_se exerciti asupra unui element “de suprafald agezat
paralel cu linii de curent, de exemplu pe perefii fubidui (de aceea esle uneori
numité presiunca pe pereli), sau exercitati asupra unui element de suprafatd
orientat arbitrar dar miscat selidar cu fluidul. Presiunea staticdt se misoard
¢u sondele de presiune. :

Presiunca totald se exerciti asupra unui element de suprafald asezat
perpendicular pe liniile de curent si se misoari cu tubul Pitot avind deschide-
rea asczatd perpendicular pe liniile de curent. Presiunea dinamicil se milsoari
cu tubul Prandtl (fig. 13.9).

Pentru conducle orizonfale ccualia fui Bernoulli devine

| - 1 .
P et =P - —l-pv§ =p —{—ﬂ; p»” == const. (13.34)

Pentru linia de curent care intrdt in tubul Pitet p, =0 si deci presiunea

c e 1 . ,
indicati de el p, =p, —i——a— ov? = presiunea lolald.

=~ '



. 13,3.3: PARADOXUL HIDRODINAMIC -
'Iut'r?nd.hrtr-o porfiune ingustd a unui tub de curent viteza particulelor
creste (debitul fiind constant), adici cle se miscit accelerat, de unde rezulti

cd presitinea in fluid in portiunea largdi a tubului trebuie si fie mai mare
decit “in portiunea ingusta. - :

1
.T.___=_ Tub -
“|Pitat i
SO[?dC—J Py o Gaz \—-—-—h'- ____\\ . _“'\
e
‘presiune [= - - p
T j __ B rub
s ' Prandtl
V] '\'fz- =0 Lichid
- Sonda

de presiune Tub Pitot

<4\ Tig. 13.9

" In adeviir, deoarece in portiunile inguste alé tubului’ viteza fluidului
creste. (conform-ecuatici .de continunitate), creste si presiunea dinamici, de
aceea trebuie sii scadd presiunea statica, adici presiunea pe pereli, pentru ca
suma lor'sd “rimind constantd, ‘conform ecuatiei lui Bernoulli (paradozut
hidrodinamicy. = - e T : o

* "Prestuiiea lagituiturd poate sciidea chiar sub presiunea atmoslerica,
astfel incit apare fenomenul de aspirafie pe carc se bazeazi uncle aplicatii

practice, precum pulverizatorul, trompa de apa, lampa Bunsen cte.
(fig. 13.10). '

; LR b“
TFig. 13.10

ORQ

Aptieatii. a) Formvala i Lorricelii. In cazul seurgerii unui lichid printr-un ori[i_cilg S
intr-un vué, sub acliunea grentitii, legea lui Bornoulli dit pentrr tubul de curent delimitat
de secliunile S7si S (fig. 13.11).: . E .

.
H -+ ipn’ﬂ +pgh=1IH- T-{Juf S = 8un,
2 i 2. )

lH
— = 5
VJ'
) S ————-——:z-
e Bnaamane
—_— s 4 NP
o NG
L
. "3
Fig. 13.11
de unde ~ L
e V20 (13.35)
VL__ SE'ISFZ

Dacil 8§ 3 S, obtinem formula i Torricelli (scanrini cu lormula tul Galilei dela ciideren liberd))
v =2gh; ‘ (13.35%

‘i reere ¢ ineide cu viteza particulelor in ciiderea liberi. ) : .
“'tezged\?cflius?cdi% [Digum 13.11 cit aclzulo-' unde lniile de curent se indesese, vileza {lnidului
c1c5t§i Reacfiunea fluidului asupra conductei curbate. Un fluid carc curge _Pm,l,_tr'(f. coylziil::}tli
curbatii excrciti asupra acesteia. o forti de reacliune I care poale fl‘(llﬂlt:lllai..d. din \}1 cor;-
impulsului, raportatd la unitatea de timp. In unitatea de tunvp lreee 1}_1.mt1-9 s.chium:t‘ Sone
ductei masa de fluid Q,, = pS,vy = pSev, (dehitul masic), a clivel variajie de impuls este egals
cu forfa exercitati de conductd asupra {luidului (fig. 13.12}:

Fig. 13.12

—

— — )
F: Qo = Qu(v: — 1) '(13'36)



- —3
de unde forja_de reacliune F* exerciatd de fluid asupra conducteis

g — —_  — —3 =3
IV = — F = Qulv, — vy) =.pSv{v; — ¥y). (13.37)

Exemplu: Un tub de cauciuc, legat cu un capit la robinetul de api si cu celalalt capiat
Incolicit pe masi, se va indrepta prin curgerea apei,

13.4. VISCOZITATEA

La viteze nu prea mari curgerea fluidelor este laminard (in straturi
paralele), adici liniile de curent sint bine determinate si nu se intersecteaza
nicdiieri intre cle, fiecare particuld de fluid rimine meren in interiorul unui

acelagi tub de curent. La viteze mari mis-

z carea devine furbuwlenid, neregulatii, por-
tiunile de fluid se amestecd si se formeazi
vsviz) virlejuri (existi $i curgerea fluidului ideal
cu virtejuri).
as : a) Dacid straturile de fluid aluneca
-dF . = X unele fatd de altele, intre ele apar forfe
——— : de frecare infernd sau de viscozitate. Stra-
—— tul cu vitezd mai mici va frina stratul cu
- vitezi mai mare cu care este in contact,
_* - si invers, stratul cu vitezi mai mare va
Fig. 13.13 accelera stratul cu vitezd mai micit peste

care ¢l lunecii,

Aparilia acestor forfe, situate in plancle de lunecare, se cxplicd prin
variatia de impuls a straturilor datoritd trecerii moleculelor dintr-un strat
fn altul. Vomn presupune cii direclia de curgere a fluidului este aceeasi peste
tot si cit viteza de curgere variazi ca modul numai in directic per pendu,ul'ua
(tl‘aIIS\’CIS'IId) pe dueci,la de curgere (fig. 13.13).

Experienta aratil cii for{a de frecare inlernd care apare in ])]ami! de fune-
care pe unilatea de suprafali este proporlionald cu gradientul vitezei (legea
lui Newton) :

. ar — ﬂ dF == dv
as dz =~ dz
unde + este coeficientul de viscozilale (dluamlca), dependent de nalura flui-
dului (i de temperaturi).

b) Dimensiunea coeficientului de viscozitafe este

ds, (13.38)

LiMT-? ]
%] = ———m— = LM Tt = kg/m-s = N.s/m” i . .39
(4] T LOMTt =kg/m.s = N.s/m* in S1. (13.39)
Unitatea CGS este poise P (dupd numele lui Poiseuille) :
1P =1 glem-s =0,1 kg/m:s, (13.40)

deci nnitatea ST este eqald cu decapoise (daP).
La lichide n este de ordinul a 1073 daP, iar la gaze 4 este cu doud ordine
mai mie: n ~ 107° daP.

Viscozifafi in 10°* daP

0°C 20°G 100°C
api 1,786 1,002 0,283
mercar 1,G8 . 1,55 1,23
aer 1,7-10°? 1,§-1072 2,2-107

Viscozitaten n fmpirtitd prin densitatea p a fluidolui se numeste visco-
zitalea cinemalici : :

7 LtMT—

g =, [V]=———=LT"'=m%s in S 13.41
L= / (1341)

Unitatca CGS esle -sfokes (St)*:
15t =1 o,énz,’s = 10"% m?/s. (13.42)

La lichide v ~ 107% m?*/s, 1a gaze v ~ 107° m*/s (mai mare decit la li-
chide),

Viscozitatea » la lichide scade sensibil cu cresterea temperaturii, in timp
ce la gaze ereste ca Y7

¢) Existenta frecdrii interne (a viscozililii) se aratd experimental ugsor
suspendind printr-un fir un disc sau un cilindru sub care sc roteste un alt
disc sau cilindru (fig. 13.14).

LllLriise LI
A
A
B Citindri
. .
Discuri
Motor Motor
Fig. 13.14

Stratul de fluid imediat adiacent corpului rotit aderd de acesla §i este
antrenat de el. Celelalte straturi sint antrenate cu viteze din ce in ce mai
mici pind la uitimul strat alipit celuilalt disc sau cilindru asupra ciiruia se va
excrcita astfel o fortil de [recare care il va roti.



13.5. FORMULA LUI POISEUILLE

Sa studiem curgerea laminard siefionard a unui uid visces prinir-un
tub. Curgerea laminardi are loc la viteze nu prea mari sau la diametre nn prea
mari.

Sa delimitim un tub de curent de razi r (lig. 13.15).

-~ ; 4
fﬁ ," —
- 4 ' __.:\ ';"
I AN SO 3 W =
P } SV R —
/ ‘z WA =

Fig. 13.15

Asupra [tuidului din acest tub aclioneazil forfele de presiune de I extre-
mitdli cu rezulianta @ py=r® — pysr® i forla de frecare internit pe suprafata
lateraldi, exercitatii de restul fuidului, datoritd viscozitilii : v2xrl. Curgerea
fiind sfefionard {cu vitezi conslantd), lorlele isi fac echilibru :

sau tinind seamn de (13.58):

dn o
(P —= par = =2y — (13.43)
, dr _
unde semnul miuus se daloreste semnului negativ al gradientului vilezei:
dvfdr < 0 ; viteza pe axa (ubulul este maximi si scade spre perelit (ubului,
‘ ; pe a . , i |

fiind vuld In perete, in stratul adiacent,

Prin integrare oblinem:

— It D, — P2 o ,
Py ]'I‘d}', P o— — PL— P2 L

20 4lq
unde constanta de integrare € se determind din condilia ¢il la perete, pentru
r =R, viteza este nuld:

o) =P (R ) (1 — 2 RY),

dy = —

Alg
e DR 2 i =1 — (/R (13.44)
Aln

Distributia vitezelor esle deci parabolied (fig. 13.15).
54 caleuliim debiful wolumic :

R 5 R
Q.—=\vdS =\v2mrdr = 25y ) (R* — r3rdr,
4l
, g . i)
0 — PP ps gy unde oy = PL P g2, (13.45)
81y 8ty

Aceasla este Jormula lui Poiseuille (1841).

Debiful este propoerfional cu edderea de presiune pe unilafeq de lungime
a tubnlui st cu puterea a 4-« a razel {fubului.

Aceastd formuld poate [i [olositd penlbru determinarea viscozititii fluj-
delor (de exemplu, in viscozimetrul lui Ostwald),

PN

Legea lui Poiseuille explici unele aspecte ale fiziclegici cireulalici san-
guine. In adeviir, releaua capilardi a omului fasumeazi 10° km ! Dupi nevaile
organismului debilul singelui este regial usor prin contractia sau dilatarea
vaselor sanguine (~ I* 1) (singele necesar este fuat din ,depoul de singe®,
in primul rind din splind si ficat).

13.6. LEGEA LUI STOKES

13.6.1. STRATUL LIMITA, LEGEA STOKES

Atunei cind un corp se mised Intr-un fluid, Ia suprafata sa aderii un strat
foarte sublire de fluid, antrenat de corp. In regim laminar, deci la viteze
nu prea marf, in vecindtalea cerpului existit un strat relativ subtire, numit
strat limitd, in care viteza scade pind la zero §i in care se manifesti fortele de
frecare datorite viscozililii.

Pulem evalua grosimea d a stratului limitid asilel. Notim Tungimea si
Litimea stratului limitd cu I si b, Atunei forta de frecare internit dupi legea
lui Newton este !

»
F o~ g2~ hb. (132.46)
R .
Pe de alti parte, [oria de frecare internd poate [i giisitit din variatia de impuls

a fluidelui (de Ia stralul cu vitezd zero pini la eel cu viteza ») pe unitatea
de timp :

. FrQuo=pdbvw =pdhi® {13.47)
Din aceste doult expresii rezultit
g 7
=) —- 13.4
d= ” (13.48)

Daci consideriim raportul ih/d din (13.46) ca o lungime caracteristici I a
corpului, atunci lorla de frecare (13.46) devine
I7 =const. ylv (legea lui Stokes). (13.49)
. Legea lui Stekes. Forla de frecare I intimpinald de corp (in regim laminar
de curgere) esle proporlionald cu viscozitelea [luidului +, cu dimensiunea liniard
caracteristicd 1 « corpului §i cu vilera sa v.
In cazul sferei se obtine formula lui Stokes :

F = 0z rn,. ' (13.50)
unde r eslte raza sferei. :
13.6.2. VITEZA LIMITA §7nrv

. Cu ajutorul formulei lui Stokes se poate caleula vifeza
limitd pe care o atinge un corp sferic in cidere liberdl intr-un
fluid. La inceput vitezn fiind mici, forla de {recare Stokes m
este micii i corpul cade accelerat sub aclinnea grentitii apa-
rente, Pe milsurdl ce eresle viteza, creste si forta de frecare
Stokes (13.50} pind cind devine egali cu greulatea aparenti

$i slera coboarii atunei unilorm cun viteza Jimitd (fig. 13.16) : R §
e n9l1= s
Omn v =my(l — prlp) = (ps — p)—— 9> '
‘ 3 rig. 13.16
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de unde viteza lmita

2 L
v =o (ps — e gr’. (13.51)

N
Viteza limitd este proportionald cu pitratnl
razei. Ea se atinge practic foarte repede.
Pentru particule foarte mici, viteza va
fi foarte micd {ceall, nori, praf fin). For-

~mula (13.51) a fost {olositda de Millikan pen-

tru determinarca sarcinii electronului.

13.7. EFT.CTUL MAGNUS

Fie un cilindru in rotatie asezat inlr-un
curent de fluid, in regim laminar, perpendi-
cular pe axa cilindrului (fig. 13.17).

Datorita for{elor de frecare (viscozititii)
cilindrul antrencazi straturile de fluid din
veciniitatea sa, in sensul miscarii sale de ro-
tatie. In punctul A viteza fluidului va fi
mai mare decit in punetul B, unde cilindrul
se roteste in sens invers curgerii fluidului.
Conform legii lui Bernoulli, presiunea static#
lateralid asupra cilindrului va fi mai mare in
B decit in A, astfel incit apare o forfd rezul-
tantd {ransversulit spre pariea unde bviteza
fluidului este mai mare, Acesta este efectul
Magnus. :

Ca reguld practich corpul este impins
fransversal din regiunca cu liniile de curent
rare spre regiunea cu liniile de curent dese,

Efectul poate fi ilustrat punind in ro-
tatie un cilindru de carton si aruncindu-l
orizontal. Dupd semsul rotatiei, traiectoria
cilindrului va curba lin sau brusc spre pi-
mint (fig. 13.18). Se poate folosi 5i un plan
inclinat pe care se rTostogoleste (si lunecd)
un cilindru.

O alti experientii se poale lace cu un
mosor din carton ugor peste care cste infa-
suratii o bandi subtire si nsoardi de pinza,
ca in fig. 1319, Trigind brusc orizontal
banda de pinzii (fixatd de un betisor tinut
orizontal), mosorul s¢ va roti [oarte repede
si va luneca. Pirasind masa, in loe si cadd

dupi purabold, mosorul va zbura in sus de-

sceriind o buclil.

Fig. 13.18

A/

NG AAIIIIIIIS =

-

Fig. 13.19

13.8. CURGEREA TURBULENTA

13.8.1. FORMULA LUL NEWTON -

Daci viteza de curgere depiiseste o valeare eritiedi, regimul laminar devine
instabil si trece in regim turbulent. Se formeazi virtejuri, a ciror origine cste
legati de fortele de frecare (viscozitale). Liniile de eurent dispar; intreaga
masi de fluid se mised dezordonat. Viteza nu -mai este o [uneclic continui
de punct. Curgerea devine nestationard. Viteza si presiunca variazii in
fiecare punct, fluctueazii in jurul- wner valeri medii. Foria de rezistentd
exercitatii asupra obiecletor creste si devine proportionalii cu densiielee flu-
idului. si cu pdiralul vitezei.

In adevar, la viteze mici, in regim lamipar, predemini: forjele de frecare -
care depind de viscozitalea u,-de viteza relativir-p-a-Buidulut-fatd de corp -
s5i de dimensiunile liniare ! ale corpulwi. Din consideratii dimensionale. re-.
zulti usor legea lui Stokes:

F = const. n*Po¥, LMT™® — (LM T LY LT)Y,

de unde e« =1, v =1, p =1,
' F = const. #lv (legea Stekes).-... .. - {13.52)



L.a viteze mari, fa rvegim furbulent, predomind efcclele inerfiale, -date-
rite energiei cinelice sau presiunii dinamice. Virtejurile consumi energie cine-
tics de rolatie in dauna energiei cinetice de translatie a lichidului. Formarea
virtejurilor in urma corpului (fig. 13.20) ducela o crestere a forfei de rezis-

tenid la curgere fati de regimul laminar. Virtejurile sc amortizeazd treptat,
energia lor cinetica transformindu-se in cildurd (in encrgia internd a fluidului).
Viscozitatea se manifesti doar intr-un strat limitd foarte subtire.
Din consideralii dimensionale rezultdi usor formula lui Newlon :
F = const-loobc¥, LMT- = L*(LT)P(AML-?)",

de vnde v =1, § =2, o=2;

1 . .
I —= o C Spo* (formula lui Newton), (13.53)
unde C este o constanti adimensionald, sensibili la forma corpului (fig. 13.21),
§ — aria secliunii transversale.

Fu

Oisc Emisfare
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Forla de rezistenfd I' esle proporlionalidl cu aria {ravsversald S opuséd flui-
duhiiy, cut densitdted g a fluidului s ea piilratul vifezei v {cu presiunea dinamici
ovt{2. o o o

Trehuic observat cii la orice viteze (la orice regim, laminar sau tufb_ulcnj:),
in forfa de rezisten{fi contribuic ambele efecle, al viscoziliilii §i al energiel
cinetice, numai ¢ii Ia viteze mici predomind primul efect (energia cinetied
sau presiunca dinamicit este neglijabila fa{d de fortele de’{recare’ internd
dalorite viscozilatii), iar la ¥ibeze mtari predomind al doilea clect.

3 . g U 1 - = . . ~ - ew
Viteza limitd de ciidere liberd a unui corp intr-un fluid (aer), in regim

turbulent (de exemplu, parasuti), va [i:

]

| . 5V oA

o CSer® = mg(l — pifpa), 2 :VT;?" (pslpr—1) (13.54) =

si in eazul unei sfere (€ = 0,241) (R — raza slerei): 3

1 e —_ l_—__—- - B ‘E

’ =m'\/ﬂg(psjpf~— 1) = 167V Ry(p.les—1)- (13.55) i. ¢

‘ { b GOT csale alelesy @i o & 2ubaun bal egy

@w-bih't\fwm’bﬁ o . ! :\J-QW £ o wetlise walthal:
(lerdb ._Q]Lw.rwa;; ..ej-lderw]ajora; et QTR Mg ) Lriviad .

N
13.8.2. NUMARUL LUI REYNOLDS Yeas

Trecerea de la regim Iaminar Ia-cel turbulent trebuie si aibil loc la vileze
pentru care cele douit forie (13.52), (13.53) devin comparabile intre ele:
\

o lon/ -
Cl'f;l!) ~ CQFU"I‘, V7U/N ( 1, (1356)
' e Gy
Rap.ortul adimensioneal ' : . :
Re =% 7t (13.57)
i W

se numegte numdrul {cifra) lui O. Reynolds {1883).

Experienta aratii ci trecerea de la regimul laminar la cel turbulent are
loc pentru anumite vatori ale numirelui Reynelds, si anume, conform con-
ditiei (13.50) pentru Re ~ C,/C,, dar aceasti valoare eriticd a numdrului
Reynolds C,/C. trebuie determinatd experimental, intrucit nu cuncagtem
constantele €,, €, din cele doud legt ale fortei de rezistenli, constante care
sint sensibile la forma corpului. .. L o

Astfel, pentru conducte tubulare cu perefi netezi aceasti valoare critici
a numirului Re este (D — diameirul conductei) : .

Re — 2% » 2 300.

Y

(13.58)

Deci regimul turbulent apare la viteze sulicient de mari sau la diametre
mari (pentru un fluid ideal Re — o).
. In general forla de rezistenti se poate scrie sub forma:

F = [(Re)-pr*S, ~ (13.59)

unde f{Re) este o functie adimensionali de numirul lui Reynolds. De exemplu,
‘in cazul legii Stokes (regim laminar) pentru sferi : :
12 '
f(Re) =~ . (13.60)
: Re

si conditia de valabilitate a legii Stokes este: Re < 1.
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In cazul curgerii turbulente prin-

o - ~ _ lominar tr-un 1iuh, distributia vitezelor medii

v X pe sectiunea tubului este complet dife-

— B _\_/ T "7 rité de legea parabolici Poiseuille de 1a
7 —Turbulent curgerea laminara (fig. 13.22) :

FFE TIT77 7777777777 U/Dm —_1 — (r,’R)"'. (1361)

Fig. 13.22

13.8.3. TEORIA SIMILITUDINII

Miscarile care diferd prin parametrii p, 4, v, [, dar au acelasi numir Rey-
nolds, se numesc asemenea. Intregul tablou al miscirii fluidului diferd atunei
doar prin scara caracteristicilor sale. Astfel, comportarea avionului poate fi
studiati pe modele in tunele aerodinamice (in aviatie, numirul Re ajunge
la ~ 10%).

Existi si alte numere adimensionale folosite iz teoria similitudinii. De
exemplu, la plutirea vaselor, alituri de fortele de rezisten{d proportionale cu
pl®p%, joach rol forta arhimedicd pl*g. Doud plutiri vor fi asemenea dacé rapor-
tul acestor forte

vt
Fr—=—17 (13.62)
lg
numit numéiral loi Froude (1870), este acelagi.

La viteze de ordinul vitezei sunetului, rezistenta este propor{ionald apro-
ximativ cu cubnl vitezei pentru ca la viteze supersonice s devini din nou
proportionalda cu pitratul vitezei.

13.8.4. ARIPA DE AVION

Tn cazul aripii de avion
(fig. 13.23) apare o forld re-
zultanti a ciirei componentd
orizontald R, nurmitd rezis-
fenid frontald, trebuie invin-
si prin actiunea clicei, $i o
componentd verticald, nu-
mitd porianfd (sau fortd
portaniii ; ea este denumita
si fortd ascensionald dina- ‘
micd spre deosebire de cea Fig. 13.23
statici din legea lui Arhi- :
mede), care invinge greutatea avionului (y este unghiul de atac).

Si aici se aplici regula practici : corpul este Impins fransversal din regiu-
nea cu liniile de curent rare spre regiunea cu liniile de curent dese,

PROELEME

13.1. Un vas cubic este umplut complet cu un lichid, greutatea lichidului fiind G. 54 se
atle forta de presiune rezultantii exercitati de lichid asnpra unui perete lateral al vasului. Unde
%e afli punctul de aplicatic al acestei forfe ?

R. F=G[2 h=13.

13,2, Un corp pluteste pe suprafala mercurnlni (de densitate p) astfcl Incli este cufundaté
o fractiune k din volumul siu. Ce fractinne &’ din volumu} corpului va fi cufundati In mercur,
daci se toarnii deasupra apd pind se acoperi corpul ?

R. It = M.
P — Po

13.3. Pe suprafaia unui lichid de densitate p, pluteste o canii cu pereli foarte sublirl, de
sectiune S, umplutd parjial cu acelasi lichid. in cani se introduce un corp de greutate G, care
pluteste. Cu cit variazd nivelul lichidului in exteriorul 53 in interiornl cénii, {afd decand ?

R. AI = Ah=GpgS.

13.4. Daci o barci (sau vapor) carc pluteste pe un lac se scufundii, ce se-intimpld cu nivelul
apei din lac?

R. Scade. 4

|
13.5. Intr-um vas cu apd pluteste o bucaid de ghealii care conjine in interior incluziuni,
de exemplu o bucata de plutd. Cum se schimbi nivelnl apei din vas in timpul topirii ghetii?

R. Pentru incluziumi cu p< pyps nivelul nu se schimbid; pentru incluziuni cn p 2> Papa
nivelul va sciidea.

13.6. Un disc de gheatd de sectiune S si grosime /i pluteste pe apd. Ce lucru mecanic trebuje
efectuat pentru a cufunda complet discul in apa ?

R W= :'ZS h{py — g%

Lo

13.7. O bili urci cu vitezd constants Intr-un lichid a edrui densitate este de n ori mail
mare decit a bilei. De cite ori foria de rezisten}di este mai mare decit greutatea bilei?

R FG=pjfpe—1=n—1

13.8. O tiji sublire omogenit de grentate G are un capit fixat ntr-o articulatie de peretele
mnterior al unui vas, celdlalt capit fifnd cufundat in lichidul din vas de densitate p,. Tija se
poate roti liber fird frecare in articulatie. S4 sc afle densitatea p a tijol dacdl la echilibru lungi-
mea rimasi afard reprezinti o fractiune k din lungimea tijei. Care este foria de reaciiune din
articnlatie ?

.

1+ k"

13.9. Intr-un vas inchis, umplut cu lichid, citeva corpuri plutesc si citeva corpuri stau pe
fundul vasului. Cum se vor deplasa corpurile, daci puncm vasul intr-o masind centrifugd ?

R. Corpurile care plutesc se deplaseazdi spre centru, iar cele de pe fundul vasului'spra
periferie. :

— —_
R p=pfl—4) F=~G

13.10. Un vas cilindric de razi R conline un lichid de densitate p i se roteste uniform
cu viteza unghiulari « in jurul axei sale verticale. 54 se afle ecuatia suprafeei libere a lichi~
dului §i presiunea in lichid (fig. 13.24).

a a
Rz=h+ m—(:n:z +yy=h+ %— 1 — parabejoid de revelulie cu axa verticald)
2 g

1
p = pylh — 2} 4 Py pei(z? + ¥



13.11. 83 sc alie debitul volumic £}, al unuf lichid, stiind dilerenia de niv i i
. 24 8¢ L ; { , : a de nivel Ah si sectiu-
nile respective S,. S, din dispozilivul dilzx figura 13.23, ) : " o

sgAl
1 *3a

NI

Ah

iy

[T

=

__.____/_\'—-_.m
S 1 S?
Fig. 13.24 Fig. 13.25

13.12. Printr-un tub cu gituituri. cu szcjiunile 51, 8, sesufld aer (de densitate p) cu debi-

s, tul volumic Q,. 81 se alle diferenfa de nive! a apei

5 ‘ dintr-un manometru in formi de U, ca in figura
13.26.

) R, Ap= 0 P S-S

5:81

4h
o
&
iy

f 1313, In cit timp se evacueazi serul dintr-o se-
ringi tinutdl orizontal, daici asupra pistonulul se
apasii cit o for{d constantd ¥ 7 Sectiunea tubului se-
ringii este S|, a orificiului este S,, iar Jungimea cursei
pistonului este L

R t=15L V_"S‘ (1— Sysh = 1o V_pS, :
s, ¥ er s b e

Tig, 13.26

13.1%. Dintr-o feavd tisneste un jet de apid de sectlune S, cu debitul volumic .. Care
va fi seciivnea jelului la indl{imea 2t deasupra capitului fevii?
Sl

B S=—
Vi —"2ghSE0:

13.15. Inlr-un vas se toarnd uniforin un lichid eu debitul volumic @,. Care trebuic sl fie
arin secliunil orificivlui din fundul vasului, pentru ca lichidal din vas si rimind Ia un nivel
consiant A ? Secfiunca vasului este mult mai mare decit avia orificiului,

[
R s G
V2gh
-

13.16. Un vas cilindric de inillime IT si secfiune 5* este plin cu un lichid., Pe fundul va-
sului se afli un mic orificiu de arie S. in cit timp se golesto o Iractiune § din volumul vasului ?

.

R, f=Vih(S’=/s=—1)(1—Vx_—b; 2 0 —yTh

13.17. O salupi se miged rectiliniu uniform, fiind propulsati cu ajutorul unui motor de tip
reactlv care absoache apa priatr-un oriliciu de intrare si o ejectenzi prinlr-un oriliciu de iesire.
sS4 se afle randamentul mecanic al moteralui, stiind ci aria eriliciului de iesire ecste de n ori
m1ii micdl decit aria oriliciului de inlrare.

9

1+4+n '

13.18. O piciitnrii de ploaie eade lnaer {9, = 1,28 kg/m*) cu vitezii 1imitd in regim laminar .
Viscozitatea acrului este n = 1,8-107% daP. $tiind namirul Reynolds critic de trecere de l1a
regim laminar la cel turbulent, in conditille date, Re = 0,10, sd se afle valoarea maxi_tlui a
razel piciburii.

. s -
B ry, =\‘/—?—’ﬂ— & 2-107% m.
. i ‘lp:lorp:tpag

12.19. Un vas este umplut cu api (de densitate p,) si petrol {de densitale p). Stiind grosi-
tmea stratului de apdl &, si de petrol i, si se afle viteza de scurgere a apsi printr-un mic orificiu
ta fundul vasului. g ¥

R, 7=

R, v = Vgl + B2lp0-

13.20. Curgivea laminard In jurul un:i sfere de razi Ry, care s¢ deplaseazd intr-un lichid
de densitate p, §i viscozitate »,, are loc peatra viteze care nu depiscse v,. Qu ce vitezi minimd v,
trebuie si se daplaseze o Dilid de razd 2, Intr-un alb lichid de densitate p. i viscozilate v,
peatru a avea loz o curgere turbulenti ? .

e1ltige .
! [T
13.21. Printr-un tub de luugime I si razi R curze laminar v {loid viscos de densilate ¢
si viscozitate 4. Viteza pe axa tubului este p,. 51 se afle debitul volumic @, encrgia cinetici
a fuidului din tub £, foria ds frecare diatre tub §i flufd F, 5i diferenta de presinne dintre cape-
teic tubululy

1. vy =0

I T _ dnin,
1. Q= - I, E,= T IR2an;, F,=lAuglo, pe— pg=? 3

13.22. Cansiderind cosrdunata curdilinie s ds-a lungal unei linii da curent, si se déducd
ecuatia
de ap
p—=—— + pfu
a! o5
N > e - . » v »
undz g, cste proiestia acceleratiel gravitajlonale g pe linia de curent. S se arate ¢l din aceasti
ecuatie sp poate obline ecuaiia lui Bernoulll.
1323, Pointr-un tub de sexfiune 8, ewrbal sub unghiul «, curge un fichid de deasitate p
e debitul volumic . Care este Texelunena asupra tubului curbat ?

3 .
R. F:Ep&cas
5

b r



CAPITOLUL 14
OSCILATII

Oscilatiile prezintd o importantd covirsitoare pentru fizici si tehnici,
lar dintre ele cele simple, sinusoidale au rol fundamental, fiindci orice osci-
latie poate fi oblinuti prin suprapunerea unor oscilajii sinusoidale (teorema
Fourier).

14.1. OSCILATORUL ARMONIC

Oscilalorul armonic este un punct material care cxecutd oscilatii sinu-
soidale pe o dreaptii sub actinnea unei forte atractive proportionale cu dis-
tanta pind la centrul atractiv (centrul migcirii).

14.1.1. ECUATIILE MISCARII

Reamintim relatiile stabilite mai inainte. Elongatia :

r = A cos (ol + «), —A gx <A, (14.1)
unde A este amplitndinea miscirii, ¢ = wf -} « — faza misclirii, ¢« — faza
inifiald, & -=2zxv — frecventa unghiulari, v = 1/7 — frecventa, T — pe-
rioada misciirii.

Viteza : .
V=X =—wAdsin{of+a) =

= wi cos( ol + « + —721) s -mA < g wA, (14.2)

viteza este defazatd inainte eu =/2 (sau T/4) faia de elongatie.
Acceleratia :

a=0=4=—o0cos (ot + ) =—o% = u’d cos (of + « + 7),
—w'd € a € 04, {14.3)
acceleratia este defazati cu = (sau 7/2) fati de elongatie, adici este in opo-
zifie de fazii cu elongatia (fig. 14.1).
Fortfa :
F =ma = —mo’s = —kx, k = mo?, (14.4)
o =~/km, T =2x/mF. (14.5)

Ecuatia diferentiald a oscilatorului armonic :
&+ % =0. (14.6)

Migcarea armonici poate fi reprezentatd geometric prin prqieci;ia pe o
axi a unui ,vector” (fazor) de modul A care se roteste i1_1 sens tmgon.ometrlc
cn viteza unghiulari o (fig. 14.2). Proiecfia A" a extremit#{ii acestni vector
executd miscarea armonicd (14.1).

xv.a Oeiagzajul :
A
it X -
L w¥ A N
e /T \ 7
g . Vi , o
AT AN Y
_wiL-X AP
—wd] N . ~
-4
Yig. 14.1

Analog, viteza si acceleratia in migearea armonicd sint datﬂe in fiecarq
moment de proiectiile extremitatii vectoritor de modul w4, «°A, defazati
cu /2, respectiv = fatd de

vectorul A (fig. 14.2). Ne 7\\
putem imagina, de aseme- Y N
nea, ¢i in loc si se roteasca \ 7/

vectorii, se roteste axa 0X -
in sens invers.

14.1.2. ENERGIILE

1a - 0 " }'_: X
Energia cinetici, E,, po- / -t/

tentiali U si totali E a w4
oscilatorului armonic sint: Fiz, 14.2

E, =‘—1 mpt = —;—mmzAz sin® (wf 4+ «), (14.7)
2 .

_L kx? _1 kA® cos? (of + cr.)m—;— me*A® cos® (of + o), (14.8)
2 2
Ec maz = Um..us

1
E=E,+U=—t m@ + o4 m% mo'd? =— k4% (14.9)
2

Energia totald este constantd (se conservidl) si este proportionald cu pé-
tratul amplitudinii si cu patratul frecveniei,



Energia potentiald U se reprezintd printr-o paraboli, iar [orta
e —dUfd2z = —kx } (14.10)

printr-o dreaptd (fig. 14.3). Forta se anuleazi acolo unde energia potentiali
este minimi. :

14.1.3. ENERGII MEDII
Reamintim delinitia wvalorii medii a wunei mirimi, de exempiu * = f{f)

(tig. 14.4) :
[ b

Cder 1
<:1t>m-b—~—frg [ de, (rx)(b—a):Sf(!) dl = 5, (14.11)
' o rd
bur
c X =flt)
‘ 1)
I
F ) £ 1
| |
|
! |
~4 g 4 x
= \F=—kx !
Fig. 14,3 Fig. 14.4

adic# aria dreptunghinlui avind Indllimea {f) si baza b— « estc egali cu aria S
marginita de curba f{z), ca si cum am ,netezi“ curba f(f) pe portiunea (a, b)
astfel ca si obfinem cu o curbd ,orizontala® {f> = const aceeasi arie.

Valoarea medie depinde de intervalul pe care se face media.

Pentru functiile periodice, intervalul de mediere sc ia egal cu perioada
(dack nan sc specificd contrariul).

Din definitia valorii medii (14.11) rezultdi imediat urmitoarele proprie-
tali ale valorilor medii: J

: {[-Fg> = L[>+ g): <const-f> = const <{f, (14.12)

darfngeneral {frg)> # <.

Deoarece valoarca medie a sinusului sau cosinusului pe o pericadi este
evident nuld, rezultd imediat: '

1

- 1 1 2
{sin® o) :T(I—— {ccs?cp))zj; {cos” cp):——;—(l—}-(cosch))_:?,

(s (5 #) i (3 £)) = Ceas (5 + ) 005 (- £)) == 005 (u —F),

$sin (9 - o) cos (o + 8> =—;-sin (a — B). | (14.13)

Energia cinetici medie este cgalil eu energia polentiald medie:

B = _.1_.)_ me*A® (sin® (0l + @) ) = % metA? =””{‘ ;
(14.14)
U z_l me®A® {cos® (ot 4 @) =-l— me*Ad® = E .
2 " 5

14.1.4. ARMONICITATEA OSCILATIILOR MICT

Miscarea armonicit joaci un rol important in fizicd. Dacﬁno parti}culﬁ
(de excmplu, atom, ion) este deplasati din pozitia sa de echilibru, in care forta
este nuli, apare imediat o for{i din partea sistemului (de exemplu, cristalului)
orientatd inapoi spre pozitia de echilibru. Pentru deplasiri mici _f.mn'ta este
practic proporiionali eu deplasarea (primul termen al c}ezx'-'oltarn fn serie
de puteri Taylor), adicii curba forlei poate fi aproximatd in jurnl pozifici de
echilibru printr-o dreapt#, iar energia potentiald printr-o paralhola. Prin
urmare, oscilajiile mici sinf foideaune armonice. Efectele anarmonice apar la
oscilatii de amplitudine mare.

Observafic. In mecanica cuanticd se aratd cff energia totald a unui oseilator armoric cstV
cuaniificaid, adicii poate lua un sir diserct de valori:

E:nm[n+i—),n=o, 1,2 8. {14.15)
2

unde ¢ este freevenia unghinlard, i = 2j27 = 1,0545-107% J-s, far I = 6,625G-10-3¢ J-5
este constanta luj Planck.

Exemple, Reamintim exemplele date mai inainte de oscilatii  armonice. o
1, Pendulul clastie. Un corp de mash m suspendat pe un resort de constantd clasticd &

efectuenzi oscilalii verticale (fig. 14.5, )

F = — kx, T = 2x }mj. {14.18)
2800y
k // -+ — e
é F=-kx m
WW
"dT Z) Q QO
i T
x
Fz-kx L
b
Q

Fig, 14.5

Binelnteles, pozitia de echilibru corespunde resortului alungit cu x, = gy fk.
Putem fixa resortul orizontal, punind corpul pe un suport cu rot;l.e_ ca i .
Atunci corpul efectucazii oscilatii pe o dreapti orizontali (pozifia de echilibru corespunde resor-

tului nedclormat),

n figura 14.5, b,



2. Pendulul simplu (matematic) gravilafional. Componenta g cos § a greutitll compusi
cureactinnea firnlul di aceelerafia normali (centripeti) (fig. 14.6)., Gomponenta F, = myg sin § =
~ mg 0 (pentru unghiuri mict) d4 acceleratia tangeniiali. Goordonata flind = ~ [0, rezultd
cit forla este de tip elastic: '

I

F, -—ﬂ’a.-:_km.k:ﬂf,'r:zml/—‘. (14.17)
! ! . g

3. Pendulal fizie (fig. 14.7). Ecuatia misciril de rotatie :

M= —mglsin0 = Ie = If,
§+ i"I—” 6 = 0 (oscilatii mici), (14.18)
ot =" oy V_I . (14.19)
I mgl

Fig. 14.6 Fig. 14.7

{ 4. Pendulul de lorsiune (fig, 14.8), Momentul fortelor clastice™(12.38), (12.42))

M/‘ 2L

M=_T¢ R = — €O (unghluri mici),

21
\
\ (14.20)

ecuatia oscilatillor de torsiune:
—CB=18, 6+-C-0=0,
I
e =-C y T =2r VFI— (14.21)
I [

- ——

14.1.5. LEGEA TZOCRONISMULUI

Subliniem c# frecvenia oscilaliilor armonice depinde numai de proprie-
tdlile sistemului oscilant (constantele k, m) si nu depinde de amplitudinea sau
faza oscilaliilor; Aceasta este legea izocronismului micilor oseilatii: oscilafiile
mici sint izocrone, adici perioada lor nu depinde de amplitudinea oscilatiilor.

Dimpotriva, amplifudinea oscilafiilor depinde de condifiile inifiale ale mis-
cdrii, adici de elongatia gi viteza punctulni material la un momentinitial dat.

Anume, in baza lui (14.1-2), avem pentru { = 0 :

Ty = A cosa, Uy = —wd sin a,
de unde amplitudinea si faza initiala :

A =T T et tga =— —2, (14.22)
Ty

14.2, REPREZENTAREA COMPLEXA
A OSCILATIILOR SINUSOIDALE

Oscilatiile armonice, sinusoidale, pot fi reprezentate si ca parte reald
(san imaginard) a unui numir complex de modul A si de argument egal cu
faza oscilatiel ¢ = wi -} a.

14.2.1, NUMERE COMPLEXE
def

In adevir, un numir complex z —a-+ib(¢, b € R, i® =—1) se re-
prezintd in planul complex 2z (fig. 14.9) printr-un punet sau prin vectorul
respectiv. (A nu se confunda
planul reprezentiirii numerelor g
complexe cu planul real, In planul @
complex 2z numai axa OR este
reald) i1

Notim partea reald, partea <
imaginaré, modulu! §i argumentul P !
numiruiui complex z astfel : }b

a = Re{z} =Refa 1+ ib}, | s ' I P
b = Im{z} = Im{a +ib}, g a 7
(14.28)

] Z I =p = \/m:

-f
argz:ﬁzarctg-i. |
a

Fig, 149
In baza formulelor lui Euler :

el —cos0 +isin®, e ®=cos® —isin®,
cos 6 = -—;—-(ei" + e™1), sin 0 =§1:- (el®— e19) (14.24)
i

putem scrie
Z=a-+ib=p(cosO | isinf) = pe! =|z]|elme|eld]| =1, (14.256)



14.2.2. REPREZENTAREA COMPLEXA

Dack acum privim vectorit din ligura 14.2 ¢a reprezentind numere com-
plexe in planul complex, axa OX fiind considerati axii reald, pulem scrie

x = A cos(wl + «) = Re{d ciol+d)} — Reld ciot], (14.26)
unde i
_ del

A =Ac% |A| = A (reamintim ci [ecl*| =1) (14.27)
esle amplifudinea complexd: modulul ei di amplitudinea obisuuiti reald A,
iar argumentul ei di faza iniliald «. Factorul temporal e este util si-1 sepa-
rim, punindu-l in evidentd (uneori este chiar omis in calecnlele intermediare,
punindn-l la .nevoic ‘in rezultatul final).

Deoavece operalia de luare a piirfii reale Re este comutativd cu operatia
de sumare 2 : -

Re{sz}= > Refz} (14.23)
I k

sau

Re{zy + 2z 4+ ...} =Re{z] +Re{z}+ ...,

putem face intii operatiile de adunare algebricd, inmultire cu numere reale,
derivare sau integrare asupra numearelor complexe reprezentative si apoi, la
sfivsit, sd ludim partea reali a rezultatului obfinut. Acest procedeu prezinti
avantaje, deoarece operatiile en funcliile exponentiale (mai ales derivirile si
integririle} sint mai usoare decit cele cu functiile trigonometrice: Pentra

simplilicare, semnul Re de obicel se omite in ealeulele intermediare, seriindu-1
la nevoic doar in rezultatul final,

Vom nota numiral complex reprezentativ cu aceeasi literi ca si mi-
rimea reald reprezentatd dar ecu o bari dsasupra.

14.2.3. REGULA DE DERIVARE

Derivarea mirimilor sinusoidale in raport cu timpul revine la inmul-
tirea lor cu iw=we™/2 (unde i = ¢™/2), adicil la inmulfirea lor cu  s§i defa-
zarea cu w2 fnainfe. '

Mai general, inmultirea cn un numir complex pei® inseamni amplifi-
carea cu p i defazarea inainte cu 0.

De exemplu, pentru vitezd avem:
=i =(Aeo) =i deol=10F = cilotiv/2 =
— wA ellotatm/2) . (14.29)
de unde viteza reald:
v =TRe {o)A ellottatn/2] = wA cos (of 4 o + =f2).

In figora 14.2 se vede clar cum vectorul amplitudinii a fost inmulfit cu o §i
rotit In sens trigonometric cu =/2 peniru a da vectorul vitezei.

Pentru acceleratic avem :
G =B =ieb =i 0 =io(iol) =6 = —o’dsol =
= @4 ciletta+m (1 = eim), (14.30)
dz und: accelerabia realii:
7 = Re{w’A ellwt+2+7) } = o 4 cos (ol + « 4 7).

a
In {igura 14.2 se vede cum prin derivare vectorul vitezei a fost amplificat
cu w si rotit in sens trigonometric cu w/2.

14.2.4, EXPRESIA ENERGIEI

Energia neliind liniatd, ei pitraticd in amplitudine, nu se pot inmulgi

: 2 2

direct numarele complexe reprezentative, d:oarcce Re {z°} # [Re {z}]°.
Puatem insdi ocoli dificultatea folosind numercle complex conjuyaie:

z==a-41b =pel, 2" =a-—-ib =pel, (14.31)
(* — conjugarea comlplexﬁ),

7zt =+ B =p* =|z|%, z+ 2% =2Re {7}, (14.32)
(z2)" =z, (%) ==

Deoarece modulul numirului complex reprezentativ este egal cu ampli-
tudinea mirimii respective (adici egal cu valoarea maximi), de exemplu:

|&]2 =28% =AA* = AP =A% |5 =77* =A%, (14.33)
rezulti cii energiile medii (14.14) si energia totald se scriu astfel :
1 1 1 5"
2 = — 717k —_ — 272, E = —m 3
o) 5 0= 5% <Ee> 5 ™
1. 1 1 zz*
Y mem 8 =— [ %, (U) =—k—, 14.34%
@) = 8 = [2% KUy = k= (
1 1, 1 T § -
T = (L Uy =— mipht =-— h&t* =— m|7|°== k| Z|".
JE<G>—1—<>2mUv2 2112||
(14.35)

Reprezentarea complexdi a oscilafiilor armonice se foloseste curent in
electrotehnicid ¢i in electrodinamici.

14.3. COMPUNEREA OSCILATIILOR
ARMONICE PARBALELE

14.3.1. TRATAREA ANALITICA

Si considerim mai intli compunerea a douil oscilatii de aceeasi direc-
tie (paralele) si d: aceeasi frecvenld (suprapunerea oscilatiilor paralele).



Rezultatul este tot o oscilatic armonici de aceeasi directie si de aceeasi free-
venti. In adevir,

T =2 4 2 = A, cos (of -} «,) + A, cos (ol - «,) = A cos (of -+ «), (14.36)

urde 4, e sint amplitudinea si faza initiald a oscilatiei rezultante. Dezvoltind
cosinusurile i ficind identificirile avem : ’

Ajcosa, + Ay cosay, = A cose, Ay sine; + A.sing, = A sin«,

de unde rezultd amplitudinea A si faza initiald « a oscilatiei rezultanle:

A =JAT+ AF+ 24,4, cos (2 - @),

. 1 . .
sin o =~X (A, sin o, + A, sin o),

cos & :—_—; (A, cos o, -+ A, cos &), (14.37)

ta A;sina, - A, sina,
do = .
Ajcosa, -+ A, cOS o

Acelasi rezultat se obtine cu ajutorul reprezentirii complexe:
£ =) + T, = A, eltotton) - 4, eilotta) = 4, glof 1 4, ot =
— (A-l + A,) elol = A elot — 4 eilat+a),
A=Aer=4, + 4, = A, eltat A, elos, (14.38)
Dupi cum am spus, de obicei, scriem direct ultima relatie, omitind de la bun

inceput factorul temporal elef,

Cum modulul §i argumentul unui numir complex sint date de (14.23),
{14.32), obtinem imediat amplitudinea si faza initiald a oscilatiei rezul-
tante :

A? = A A = (A, + A)(A, + A)* = A Ar - A Ax + 4,43 +
+ 434, = AZ -+ AL+ 2Re{A A5 = A + A} + 2 4,4, cos (o — &5);

A=A cosa; + Ay cosa, + 1 (A, sine + A, sinz,),

A =|A| =JA? + A + 24,4, cos (@, — o), (14.39)

tg o :-:tgargfi - A sinea, - 4, 5in ¢,

Ajcos e, + Ay cos o

14.3.2, TRATAREA GRAFICA

Grafic, compunerea oscilatiilor sinusoidale revine la compunerea vec-
torilor reprezentativi dupi regula paralelogramului (consiruefia graficd a lui
Fresnel, fig. 14.10). In adevir, suma (algebrici a) proiectiilor mai multor
vectori este egald cu proiectia rezultantei lor (liniei de inchidere a poligenului
format cu vectorii respectivi). Astfel, din
triunghiul 0A; A avem, conform teoremei
cosinusului :

A= A%+ A2 24 A, cos (n—(ot,—a,))=
=43 - A2 + 24,4, cos (2. — &),
iar din triunghiul 0AC avem
AC BGC+ AB
o mie =t T 22
' o¢ 0D+ DC
_ A;sina, 4 A, sina,
Ay cos o, + Ag cos g )

Fig. 14.10

Amplitudinea oscilatiei rezultante depinde de diferenta de fazd «, — «; a
oscilatiilor componente. Astfel, de exemplu:

A = A, 4+ A, pentru o, — «; = 2nmw,
A =] A — A,| pentru &; — oy = (2n — 1) =, (n — numir intreg).
(14.40)

in primul caz oscilatiile sint infazid si amplitudinea rezultantd este egali cu
suma amplitudinilor componente (amplitudinile se aduni), in ultimul caz
oscilaliile sint in opozifie de fazdi i amplitudinea rezultantid este egald cn
diferenta amplitudinilor componente (amplitudinile se scad).

14.3.3. FENOMENUL BATAILOR

Dach frecventele oscilatiilor componente diferd intre ele, oscilafia rezul-
tantdi nu mai este armonici. In adeviir, vectorii reprezentativi se rotesc
cu viteze unghinlare diferite, deci unghiul dintre ¢i- variazi, dar atunci rezul-
tanta lor variazi ca modul si totodatd nu se
roteste uniform, ceea ce ar insemna amplitu-
dine st frecventii variabile. '

In cazul particular A, = A4,, desi ampli-
tudinea rezultanti este variabild, frecventa
rezultanti este constantd. Paralelogramul
devine romb (fig. 14.11), astfel incit ampli-
tudinea si faza oscilatiei rezultante rezunlta
direct din constructia graficd :

1 : L
A=2A,|cC08 ?(cpg — q:u)l = ) Fig'l. 14.11
= 24,|cos ---;—-{(m2 — o+ o},
1 1 ' 1 :
P -_‘-—E(CP]_ ‘I— Cpg) T--E (Lu)l + (Og)f J.‘“ T(Otl +019_) . (14.41}



san transformind direct suma de cosinusuri-in produs :
x = Ay eos (00 + o) -+ Ag cos (wal - ) =

1
= 2 A, cos [? (m2 — )l + —;— (o, — ocl)} cos [% (@, -} o)+ %(oc1 -+ ozﬂ)] .

) (14.42)
Rezultatul acesta se poate obline si cu ajutoru] numerelor complexe,

[— (0, 0N + — (o, )]
scotind ,fortat* factorul temporal e 2 2 si anume :

. ] . .1
T =A, e)(co,i—i-tju) + Agelesta) — 24, exp 17[((,)1 4+ o) -+ oy - ]

1 1
. _2_{exp 1?[(031 — w0y — @] -exp i‘—.-‘l)—[(o)2 — o)t + ag——ocl]} .

Primul factor temporal di oscilalia sinuscidald de frccven[,:"l—;(ml + .},

iar paranteza mare di amplitudinea (conform formulei lui Euler pentru cos 8).

Schimbind convenabil originea timpului (momentul initial), putem des-
fiinta faza o, — «, i obfinem astfel e¢xpresia mai simpli :

1
r=2A, cos? (s — co,)f-COS [% (0 F )t + o:]. (14.43)

Observiim ci amplifudinea oscilatiilor este dald de (14.41), adicd de modulul
cosinusului respectiv,
in cazul cind frecveniele o,,, sint foarte apropiate intre ele:

@ 1y,3, (14-44)

W & W, |0 — 0

e . . . . |
oscilatia rezultantd va fi aproape sinusoidali, de frecventd > (o), avind

insi amplitndinea lenf variabili eu {recven{a | 0w, — ;| (modulul sinusuluj
sau modulul cosinusului are frecventa dubld), conform hui (14.43). Acesta
este fenomenul bdtdilor (lig. 14.12).

1
In cazul frecventelor acusLlce, sanutul de flccventa-a- (e, 4 @3) se aude

succesiv intfirindu-se si slabindu-se cu Ercc\ enla si pericada bitiilor :

1 TTo 273
vy =|ve— ], Tp=— = = . (14.45)

Yy fTa“—TLI j 02— o]

Fig. 14.12

14.3.4. OSCILATII MODULATE

Fenomenul bitiilor de mai sus este un caz particular al asa-numitelor
»oscilatii sinusoidale modulate® (ca in radiofonie), adicd oscilatii de tip sinu-
soidal, dar cu amplitndine variabild lent dup4 o anumiti lege. De exemplu
(fig. 14.13) : :

Tig. 14.13

x = (A -} B cos ol) cos mof, o <€, B<A/ (14.46)

se compune din trei oscilatii armonice de frecvenfe diferite :
B B
x = A cos wl+ - cos (&g 1+ )t ?cos (0o — ). (14.47)

in radiofonie, w cste frecventa sunetului (audiofrecventa) (frecvenfa ,anve-
lopei), @, — {recventa purtiitoare, inaltd (radiofrecvenia), w, + ® sint
frecventele laterale. B

Mai general, o oscilatlie COITI])US..I din oscilalii armonice este caracteri-
zatd de spectrul siu — o diagrami in care sint reprezentate frecventele osci-
latiillor sinusoidale componente si

rmrlphtuduule lor, nu apar insi re- Al

prezentate in aceastd diagrami defa- Aj7" =TT "

zajele relative. De exemplu, pentru

oscilatia modulatid (14.46—47) spec- | : .

trul este reprezentat in fig. 14.14. B2 f— ===~ T~

Dacil se transmife un sunet compus 0 -[ ' l .
(vorbire, orchestrdi), atunci vom T Wl W, Gt 7
avea douil benzi. latemle o S Fig. 1414

{44, COMPUNEREA OSCILATITLOR -
ARMONICE PERPENDICULARE

14.4.1. FRECVENTE EGALE

Sa conmdemm mai. intii compunerca osulalulm de duectu Perpendlcu-
lare si- de aceeasi freepenid ;

2= Acos(wl+a)y= B cos (wf + B). «(14.48)



Aceste ecuatii reprezinti coordonatele punctuini material, deci si ecuatiile

parametrice ale traiectoriei sale (f — parametru). Prin climinarea timpului
se obfine ecuaiia unei elipse:

a® |y ay

A* B* AR

cos (B — &) = sin*(P — o). (14.49)

gn ](Jiartxcular, dacd B — @ =0 sau 7, clipsa degencreazii in doud drepte
confundate de-a lungu! ciirora oscileazd punctul material :

B
¥ = :!:I.?:, daci B — « =0 sau =. (14.50)

. D.a_ca Rdlferg,nl,'a“dc faza} ,3“—— o = w{2 sau 3Inj2, elipsa va avea axecle de
simetrie in directiile oscilatiilor componente :

',L.z _I_ yB 1. dach —
T Eh acd B — % = Sal — (14.51)

Pentru f— o« = /2 ecnaljile (14.48) devin
T =Acos (wl +a), § = Bceos(wl + « -+ 7/2) =—Bsin(af 4+ a),

de un e ci el a i

: u lc}fl: ::e vede cd elipsa (14.51) esle parcursi in sens invers trigonometric.
n ce —a = : i i 1 i

e fta t caz (B — « =3x/2) elipsa este parcursi in sens trigonometric.
aca jn plus 4 = B, elipsa devine cerc.

Este interesant cit dacd suprapunem

/,.ﬂ- -..‘\ dou# misciri circulare, parcurse in sensuri
/ N . opuse (cu faze egale in modul), obtinem
Y : '\‘\ : o oscilatie armonici liniard de amplitu-
i TN dine dubla (fig. 14.15):
_{ &Jfﬂx: "I \\\ ( & )
H wie | Piganall x = 24 sin (ol 4+ «).
y : Il
. - C e e
\ ) L Invers, o oscilatie armonicd liniard
\\\ e poate fi descompusii in douit oscilatii
-~ i ‘
Sy, gt

g ) circulare de aceeasi freeventii, de sensuri
Fig. 1415 K opuse, si de amplitudini pe juinaiate.
o Acest fapt isi gaseste o aplicalic in oplici
pentru legitura dintre lumina.polarizati liniar si lumina polarizaté cireular.

" 1‘_1.4_.2. FIGURI LISSAJOUS

Dacé frecventele sint diferife, punctul descrie o traiectorie complicatii.
Daci raportul frecventelor este rafional (adici raport de numere intregi), -
traiectoria este stabild (fixd), dar forma depinde si de diferen(,'a'de fazi.
Traiectoriile obtinute- se numese in-accst‘(’:j}z figuri Lissajous (fig. 14.16).

Raportul dintre pumi-
rul punctelor de tangenti
a traiectoriei cu o dreapid
verticald si una orizontald
sau raportul dintre numérul
punctelor de intersectie a
traiectoriei cu o dreapté ver-

8 ; ; w,lts, =2
ticali gi una orizontald este
egal cu raportul frecventelor
oscilatiilor componente.
Dacii raportul frecven-
telor nu este rational, punc-
tul descrie o curbid care

acoperd treptat o arie. Fig. 14.16

14.5. OSCILATIILE AMORTIZATE

14.5.1, ECUATIA OSCILATIILOR AMORTIZATE

Datoritd interactiunii cu mediul in care efectueazi oscilatii, particula
pierde continuu energie prin radiatie sau prin frecare. Cum energia oscila-
torului este proportionald cu pitratul amplitudinii, inseamna ci amplitu-
dinea scade cu timpul, adici oscilatille se sting, se amortizeaza. Disiparea
energiei oscilatorului datoritd interactiunii sale cu mediul nu este un proces
pur mecanic 5i poate fi explicatd pe baza aitor capitole ale fizicii (termo-
dinamica, lizica statisticd, electrodinamica), dar in multe cazuri efectul me-
diului poate fi descris fenomenologic printr-un model de for{i de rezistenti.

De exemplu, in cazul unui medin viscos, in regim laminar de curgere,
forta de rezistentd (frecare) poate fi considerati proportionald cu viteza parti-
culei (Stokes) ; in regim turbulent forta de rezistenfa este proportionalid cu
pitratul vitezei ; pentru frinarea datorita radiatiei clectromagnetice foria de
rezistengd (de frinare) este propertionald cu derivata acceleratiei ; in cazul
frecirii uscate solid-solid, forta de frecare este constanti in modul, schimbin-
du-si doar semnul.

Vom studia mai jos numai cazul fortei de frecare proporfionale cu viteza
particulei, ca, de exemplu, in cazul unui pendul gravitational sau elastic aflat
intr-un mediu viscos. Forta de rezistentd a mediului micsoreaza viteza parti-
culei, fiind orientatd in sens opus vitezei:

B oa=—rp, R =—rp =—rx, [1] =Kkg/s\in SI, (14.52)
unde r se numeste coeficient de rezistenfd. o )
FEcuatia oscilafiilor amortizate este dect
i — —Jx — 1, mi -+ rE- ke =0 sau &+ 2bi + o =0, (14.53)
unde
L [ s (14.54)

) 3

2m m

unde o este frecventa oscilatiilor proprii in absenla amortizérii, iar b se nu-
meste coeficieni de amorlizare.
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Solutiite ecvalici diferentiale liniare omogene cu coclicienti constanii
(14.53) sint de forma Ce?’. Introducind aceastd solulie in ecualin (14.33),
obtinem ecuafia caracieristicd pentru g :

I p* 4 2bg - @ =0, g, = —b L \/b“ — w". {14.53)
Solutia generald este o suprapunere a celor dou# solulii:
X = Cyend | Cyefed dacll p; # g (14.56)

Distingem trei cazuri, dopit cum ridieinile ceualiei caracteristice (14.55)
sint complexe conjrgale, reale distincte saw confundale.

14.5.2. OSCILATII AMORTIZATE PSEUDOPERIODICE

PDaci b < w,adicii cocficientul de ameortizare este suficient de mic
(r <2./mk), ridicinile p;,, sint complexe. Obtinem solulii reale dacii si con-
stantele Cy,» sint complex conjugate intre ele, anume

. 1 ‘
Oo= Ao, Gy =— Ag oo,

2 2

unde A,, « sint alte doud constante arbilrare reale. Sotutix se scrie atunei,
finind seama de lormulele lni Euler (14.24), astlel :

= Age ™ cos ('t + o) = A cos (w'{ -+ a),

-t

A = Adge = dge ™, (14.57)

o = \/gﬁ — VP =kim—rim’ <o = \/]L_f_m ; (14.58)
—2’._3 . . .

& =A,c ™ cos (Em — AL+ o), (14.58")

unde o este frecventa oscilatiilor libere ameoriizate, numiti si pseadofrecven(d
(sau pseudopulsatie). Ea este mai micd decit freeventa oscilatiilor proprii
@ = /kfm In absenla amortiziizii (frecirilor), deoarece frecirile totdeauna
se opun miscirii §i o intirzie, mirind perioada, deci micsorind frecventa
oscilatiilor,

Oscilatiile amortizale (14.57) sint de tip sinusoidal, dar cu amplitudinea
descresciitoare exponenlial: A = Ay e¥ (lig. 14.17).

Raportul elongatiilor sau al amplitudinilor la un inferval de timp egal
cu perioada T este:

x{l) ' Ageteos (0l 4+ o)
a4+ T Ao M cos [ (4 T') + «]

Logaritmul natural al acestui raport se numeste decrement logarifmic :
2zh 2xb . I

@’ ﬁ\/m“ e b -_rn.\/J’r,fm——reml2

— T, ’

D =iT =

. (14.5Y)

noA

Spre deosebire de coclicientul de amortizare b = r{2m, decrementul
logaritmic D este adimensional si caracterizeaz de asemenca gradul de amor-
tizare a oscilatiilor. Cu ajutorul lui se poate compara gradul de amorlizare a
oscilatiifor de maturi diferite (mecanice, electrice, acustice ete.).

[

AG| o
: T 20-0t ' .

- 1 gncigd "H%N/_hi‘“—- -
l WY ke /\‘—'—"_ _____ !
N /T 7 e

—-—"’f '_i:’z
. '[; r-27

=

Fig. 14.17

O misurdt a duratei oscilatiilor amortizate este inversul coelicientului
de amortizare b, numit fimp de relaxare (sau ,timp de viati®) v =1/b =
= 2m/r. Bl ne arati in cit timp amplitudinea A = A, e™* scade de ¢ =2,718
ori. Inversul decrementului logaritmic este atunci egal cu numirul oscila-
tiilor efectuate intr-un timp egal cu timpul de relaxare :

AN, (T= _;f) : (14.60)

Timpul de injumdldlire 1y, a amplitudinii rezultd din condilia

9
Ag o BT e — _]‘_.Aﬂ e, Typ= I—I}l-)::: In2.7 =0,693 =. (14.61)
9

H)

)

. . — . ' .
Dacit amortizarca este micdl, adicd b € » (saur <€ \/ml.), alunci{e’ = ©):

. 1 IR
Dbl 2l e, (b < @), Ny =— > 1, (14.62)
o mk D

adicd in timpul de viatd se efectucazii un numir mare de .oscivlal,”ii. Atunci
amplitudinea oscilaliilor amortlizate aproape c¢d nu se schimbi in timpul
unei perioade si putem calcula in acest caz energia oscnfatoru].m cu formt_rlzul
cunoscuti de la oscilatorul armonic, neglijind variatia amplitudinii, adici
a factorului e*; pe timpul unei pericade :

)
A 8 .8 a - a N ";t
E —— meA? = %mm"Aa TR DR T LT (14.63)

adicdl energia scade exponential cu timpul cu coelicientul de alenuare 25 =
= r/m.
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14.5.3. MISCAREA AMORTIZATA APERIODICA

'1{1 cazul b > o U(s‘%u‘ r> 2\/111]’;), adicil coeficientul de amortizare este
suficient de mare, ridédcinile p;,, sint reale negative si solufia generalii este

T = C, e~ + Viri—aht + C, e~ t—Vr—ah1t _

= e M(C, e Vo—ort . C, Vi—aty), (14.64)

adici elongatia tinde asimptotic citre
zero, corpul poate trece cel mult o
singurad daté prin pozitia de cchilibru,
7 in functie de condigiile initiale

(fig. 14.18). Miscarea se numeste
0 wnorfizald aperiodicd (riguros vorbind,

> orice miscare amortizati este aperi-
[ dies
7 odied).

In cazul b = ridicinile g,s
Fig. 14.18 coincid st solufin generald cste

T = (Cy -+ Cuf) e™®. {14.65)

A.cesta este un caz particular al amortiziril aperiodice, numit miscare aperio-
dicd crilicd (seamind cu fig. 14.18).

14.5.4. DISIPAREA ENERGIEI

Energia oscilatquuﬂui scade in timp. Si calculiim sciiderea energiel in uni-
tatea de timp, adicd pulerea disipald.

Deoareqe varialia energiei mecanice este egalit cu lucrul mecanic al forfelor
neconservative, avem .

dI

dE = — ri dz, T E = —ri* = —ro® = — 2bm®.  (14.66)
Expresia pitratici in vitezd
defl Y 1
Q = rx® == ro* = bmv* (14.67)

se numeste funcfie de disipafie. Ea are doud proprietili: derivata sa in ra-
port cu viteza este egald cu forla disipativd cu semn schimbat : '

— = — PX = — IV ‘ (14.68)

gt pulerea disipati este egali cu dublul functiei de disipalic ;
—FE =20 =ri* =’ (14.69)

noo

14.6. OSCILATIILE FORTATE

14.6.1. ECUATIA DIFERENTIALA :

R1]

Datoritid fortei de frecare —rx, cave .consumi“ din energia oscilato-
rului, oscilatiile sint amortizate. Pentru a intreline oscilatile trebuie si in-
tervenim cu o fortd din afard asupra sistemului oscilant pentru a compensa
»pierderile” de energie datoritd frecérilor.

$3 presupunem ci asupra particulei actioneazd o lorld periodicd (cazul
cel mai interesant practic):

F = F,; cos Q1. (14.70)

Experienta arati ci dupil trecerea unui regim franziforiu, se stabileste regimul

permanen! in care particula cfectueazii oscilafii intrefinuie de amplitudine

constantd si cu frecvenla forfei periodice exterioare, numile oscilafii for{ule.
Ecualia diferentiald este

m¥ = — kx — r¥ 4 Fycos 4,
o 1
i 4 2h% 4 o't = — F,cos . (14.71)
m

In matematici se demonstreazi ci solulia generali a ecunatiei cn partea
dreapti (14.71) se compune din solulia generald a ecualiei omogene corespun-
zitoare (fard partea dreaptd), plus o solutie parficulerd a ecuatiei complete.

Solutia generali a ecualiei omogene, fari membru drept, reprezintd
oscilatiile libere (proprii) care au fost studiate in paragralul precedent. Solu-
tia particularii a ecualiei complete (14.71) reprezintd tocmai oscilatiile for(ate
care rimin in regimul permanent, dupi stingerea oscilatiilor proprii (datoriti
factornlui expouential descresciitor e ).

14.6.2. SOLUTIA PARTICULARA

Soiuti particulari a ecuatiei (14.71) se obline usor cunoscind metoda

de compunere a oscilatiilor sinuscidale (14.37). )

Deoarece membrul drept este periodic cu frecvenia L, trebuie ca 5i mem-

brul sting si fie periodic cu aceeasi frecventd, de aceea ciutim solutia pal‘ticu-\
lard  de forma 2 = B cos(£2t -+ B), de unde -
e X = Q Beos(Q+ B w/2), & =—L° Becos (04 B).

Introducind in -ecuafia {(14.71), avem :
— QB eos (Q -+ B) + 20QB cos (Q -+ & -F =/2) -+ @B cos (U + 2} =
. 1 . . - .

m

F,eos £,

B(w?® — Q% cos (Qf + p) +2BQbcos (U + 5+ =/2) = ——I—F(, cos Q.
m

In membrul sting aplicim formula de compunere a oscilatiilor sinusoi-
dale (14.37) si oblinem:

13\/(ch — 0% - 4070 cos (KM - o) = s F,.cos £,
m




unde [aza rezultantd o trebuie si fie nuld ca in membrul drept :

B(w® — Q% sin § -+ 2BQb sin (8 + w/2)
B/ (&® — Q% 4 40%°

B(w® — Q¥ cos B 4 2BQD cos (B + =[2)
B/ (o* —Q) +4o B

0 =sing =

1 =cosa ==

de unde rezulta

B = : Fo E. = ' Fﬂ , (1’172)
my/ (e — Q407 . Q./rF - (Om — L[Q)
200 T
sin p = = ' - ;
0@ Q402 L/ (Qm — k[Q) .
deci B = (0, ~ m), (14.73)
w?— 0F © kO — mQ
cos ['JJ = ] 2y a n= o ]
V(o — 03 -40%F L/ F (Qm — k[ Q)?
penfru Q < o, cos f > 0, deci Be (0,—%) ,
' Ipén‘tfr;u' ..Q.>._co, cos [ABI< 0, deciBe (;'%, ér);
2Q1 o S
g p =— A ) (14.74)

o' —0QF Qm— L]0

14.6.3. TRATAREA COMPLEXA "~

Solutia particulari a ecuatiei (14.71) se obtine usor sub forma complexi,
prin metoda reprezentdrii complexe a oscilatiilor sinusoidale (fig. 14.19,
B < 0 dupd cum am vizut):

£ =Bl = Bel@Hd, § =10F, & =—Q0%.

Introducind in .e-'cuatia diferentiald '(14.71)' obtinem :

1 1
(—0*+2i Qb + o ———F.,e‘f“ san (@2 — 0+ 2i QDB =—F,
m
(14.75)
(am omis, ca de obicei, [actorul temporal ei?), de unde -
Fy eitxt U .
i — B0t — Bei@tin (14.76)

—m(o — QF1-2i O b)

oUT I

cu amplitudinea B =& si faza initiald § =arg B : -
I, F,

B = _, (14.72)
m\/((o O LA Q7 F (Qm — K Q)

—20b r.. ' Co
1g 8 = ——— : 14.74)

ap Lot —0° Qm—k/Q | o

Fig. 1419
Din (14.76) rezultdi solutia reald :
v = Re { B efQ+D} = B cos (Qf + B)' =
Lo ' cns(O[—{—ﬁ) o =(14._'77)
T my (e —Qz) + 0% - -

FO
Q\/:- + (Qm — K[O)?

, .r '
cos | Ql-+tare tg —————1|.
_ ( . & Om — 1\',"0_)

Solutia n’enemh completa va [i datd de suprapunerea oscilatiilor proprii
clt osc;laiule [mlatc

= Ao e cos {w [ + 7) + B cos (Q + ). (14.78)



14.6.4, OSCILATII FORTATE

Regimul tranzitoriu se termind dupit un limp suficient de lung (ca ordin
de mirime dupi timpul de relaxare « = 1/0), cind primul termen care dit
oscilatiile proprii devine neglijabil.

Dapi stingerea oscilatiilor proprii amorlizate rimine regimul perma-
nent. Ne vom ocupa mai jos de oscilafiile forlale.

Vileza particulei csie

P =& =—QBsin(Qf - 8) = QB cos (U + § - =/2), (14.79)
o aB- OF, B o B
LT (0t — O A my (02— O)F + 4B
Yy
2 (14.80)

NN

Trebuie subdiniab faptul ef:

— frecventa oscilatiilor [ortate este egald cu frecvenla forlei exlerioare ;

— amplitudinea st defazajul oscilaliilor {forlate depind de structura
sistemului oscilant (I., m) si de [recvenia forfei exterioare, si nu depind de
conditiile iniliale;

— oscllalnlc fm['lic nu sint amortizate, desi in sistem exisid forie de
frecare (cmc 1:1[]11011[8‘1/4 peloarea amplitudinii oseilaliilor forfate).

14.6.5. ANALOGIA MECANO-ELECTRICA

Prin analogic cu mirimile electrice, se definese urmitoarele marimie
Hezistenta meeanicd (activi):

r -— coecficientul de rezistenld (real). [r] = kg/s.
Reacianle!e meeanice ;

I3
Np= Qm (inertialid), A, = (clasltm) [X] = ka/s,

sau sub formi complexii:
oy = I . IS . i Q
\m =I 0!”, ‘\]‘. = =1 (]%.6]}
i 0
in care m este analogul mecanie al induclantei L si 1/k este analogul meecanic
al capacitatii €.
Reactanta mecaniedl totald:

XN= .Qm——i s X = (.Qm—— ]—), X =] A] (14.82)
QO [

- ¥

Impedanln mecanicit a oscilatorului amortizat este analogul impedaniet
piii circuit oscilant serie:

/—'\/Id '\/I_T(J\m_-xk)g‘:‘Vz (Onl_i):

wd

Zomr ot Xer s(gm _ %) =.%'.;_[2m_-q- O — Y] (1483)

m

.22121:F

JIE = (O — &) ; [£] = kafs.

Cu noile notatii potem serie :
r r F,

fo gl =— = —, D= — . (14.84)
Qz X X, zZ

Viteza este analogul intensitiitii curentului electric, elongalia 2 analogul
sarcinii clectrice (proportionald cu tensiunea la bornele condensatorului), iar
forla este analogul tensiunii electrice.

B =

Analogia mecane-electricd

Marimi mecanice Mirimi electrice
forja F, [N] . tensiunea U, [V]
viteza v. [m/s] intensitatea_curentuluni #, {A]
clongatia z, [m] sarcina electrlei g, [C)
rezisten|a r, [kg/s] rezistenta R, [Q]
masa m, [k} .| induetanfa L, [H]

inveisul eapacitdtii 1;C, [1/T]
reactanta induetivi oL, [Q]
reactania capacitivd 1/eC, [{]

constanta elastied &, [N/m]
reactania inertiali Qm, [kg/s]
reactania elastied %/, [kg_;‘s]

. . 1
impedanta Z = r + i{Qm — k/Q), [kg/s) impedanja Z = R 41 {GJL ol ] €]
Z=(Z 1=V 1+ (Qm— ki) [kefs] Z=1Z] =V’*’ +(mL —-—. (o
wC ;

FOn . _ U
Rl : = > [€]

L , | 6
v, = —>, [m}s] 1

defazajul B dintre a s1 F defazajul —9 — = dintre q¢si U
' 2

defazajut B +§"““t"‘3 v F defazajul —o dintre I §i U

P : | g o = LRE = UeC

fof Romg — " ;
sk Qm -0 R )
1 .
p=_1 7y QD cos [;’3 TL;_;) , [W] P = — Upl s cos g = Ulcos o, [W]
2 2 S

14 7 REZONANTA

14, 7 1. REZONANTA ELONGATIILOR

Atunei cind frecventa fortei c\Leno'uc £ variaza, ampliLudmea ‘B a
oscilatilor fortate variaza (h 14.20). Maximul amplitudinii I3 are loc pentra
frecventa care face minimia canmatcd de sub 1ad:ca1 (anulam derivata in
raport cu 0% :

—2{w? — ..-) 4 40 =0 — .(.. == Ohpeg ——\/m 2 =
-—\/]\ [ — r*2m* < o', dacil b <t f\/’ sau r <\/.2mI\ (14.85)

3
o

ant



Pentru aceastdl freeven{# are loc rezonan{a elongafiilor (lig. 14.20) :

- F, »Fu I
2me' b I(,-J . r\/co —

Curbele din [ig, 14.20 se numesc
curbe de rezonan!d; cu il maxi-
mul este mai inalt si curba mat
 ingusti, cu atit rezonanta esle
mai  ascufiti”. Este intere-
sant - de comparal qceasti
ampliludine de rezonan{i cu
elongatia sialicd pIOdllb‘l de

an.\' =

(14.86)

fB‘

forla F,
Bsmt = '_139__ = FUU ]
8. ko me®
stat (14.87)
l ceea ce rezultdsi din (14 72)
: R ' pentru’ £2 ~0
9 e — - Buax T

s W 2 1 — (bjw)?
. rez b o -le:tt o 21’\/1 - (b m)

' Fig. 1420 | (14.88)

Pentru amo;l]/dn m]cl, b < w, rezultii o c1estcye mare a amphLudmu

- Buss @ __\/ml.' P
blo<d, Baat _“2“"—““;_> L (1»1.89)

uneori sistemul se poateichiar distruge la rezomanli.

mk : ) L1 L N
\/;n ‘este analogul factorului de calitale N7l LC de la circuitele

oscilante. S R - o

Raportul

Ecuatia curbei pc care se silucazit amplitudinile maxime se chline eli-
minind coeficientul de amortizare b din (14.85—80C) : :

Iy I,

B=——7+—— .
my/ @t — QO \/ K —m Q"

(14.99)

14, 7 2. REZONANTA VITEZELOR

-Dupé cum se \cdc dm (14 30), mammul 'lmphtudmu vitezel, adicdl rezo-
nanfa miewlar, arc Ioc penllu fICC\ enla ;

Q' =6 =JFm cind X = Qi — kjQ =0,

- ”(;m:\x = (QB)max = F? =£n_ . B (1491)
el L 2mb r.ooo

In acést eaz amplltudmea B nuw esie ins& maximi : -

B0="’"”_Io—' r < -B:mzl.\c'3 F H (("-“r < 0)). (1492)
2meb - lre ST T
Pl L ks
Biiat 2D r

ultimul raport se nureste.factor de calitate” al sistemului oscilant (analog

. . 1]/ L N .
factorului de calitale —V— de Ia circuitele oscilante),

Prin urmare, trebuie si distingem rezonan{a elongafiilor, cind czmph—
[udmea cstc maximi la flccvenh

(14.93)

mai mici “decit frccvcnla oscﬂalnlm libere, si re onan!u m[ezelor cind 'lmpll-
tudinea vifezei este maximi la flccvcnla Q =, egald c¢u freevenla oscila-
tiillor proprii in ahsenta amor tizdrii.

Daci ¢oelicientul de aniortizare b este fomte mic, b < o, atunci cele
doui rezonanie practic coineid si au loc pentru frecventa (Q = v, maximul
amplitudinii Ia rezonanld va fi foarte mare si curba de rezonanla va fi foarte
asculiti (pentru b — 0, B,,,w — oo) Péntru amortizari mari, b > w,’\/2
saw T > \/zmlx, nu existii o rezonanld a elongatiilor, curba amplitudinii B
scade ‘monolon cu freevenla Q, dar existd o rezonaniii a vitezelor.

1

14 7 3 DEFAZAJUL

Din (14.73) se vede ¢d: psulai‘ule forlate totdeauna intirzie fald de forla
extéripari (8 < 0). : '

Cind Q < @, defazajul B “dintre elong'me si fortd este in cadranul IV
(fig. 14:21—22).- Gind- trecém 'prin rezonanfa vitezelor Q = o, p = —~x={2:
elongatia cste in cuadraturd cu forta, in timp ce vifeza-va fi in fuzd cu forfa
exterioard, conferm lui. (14.79). . L .

¥4

o _ '
i ;
A

Fig. 14.21 ¢ < © 7 UFigola22



Cind Q > o, p< —m/2 sl trece din cadranul IV in cadranul III, iar
cind Q- o, B — —m, adicil la frecvenfe foarte inalic-clongalia este in opozilie
de. fuzid cu forla,

L rezonanta vilezelor (Q = w) forfa aclivi F, cos Qf devine exact egald
in modul si de sens opus cu forle disipafivd (de [recare) —ri= —rv, care,
in adevir, la rezonanta vitezelor devine, conform lui (14.79, 92) :

=0 = —Te B, cos wf = —F,c0s ol (' = ).

14.7.4. DISIPAREA ENERGIEL-

In regim permanent (stalionar), eind sistemul efectueazi oscilatii forlate
(14.77), energia sa medie rimine constanti, fiindc# energia absorbildl conlinuu
de sistem pe seama sursei fortei externe, [ffv df, este continuu disipald prin
intermedinl freciiriior, _[F,.v df. o o . o

1 1 Sy - :
E=E+U =?mu2+?kx2 =__-—)j'3_1.('.!“'B,2 sin® (Qi 4 p)--

"+32"_]"‘-r’-% cost (G4 B), .. |
2

- 1 N ‘ : L . | - ll -
ooy :?mBz =conust, C T (14.94)

Puterea dezvoltald de for{a exterioard esle (analegul fui wi) :
Fo = F, cos Q-QB cos (Qf 1 8 -+ =f2) —
g o8 Qt-cosf.(Q-.! Fp R
NN e o

La rezonania vifezelor (§ == —m/2)-vifeza este i fezdi it forla exterioard si pu
lerea va [i ol fimpul pozitivdg. SRR SR
Puterca disipati de forta de Irceare este (analogul lui Ri) :

rFEsin® (Qf -+ Py

(4.95)

Foo o =r* = — =~ . (14.96)
r* 4 (Qm — k{Q)*
La rezonanta vitezelor cele doud puleri sint permanent egale Inire ele ;
FEL
—Leos*wl, (Q =, I =1)). - (14.97)
oy
Pulerile medii {pe o perioadi) sinl egale inlre ole :
P — (Fvy = Fgﬂcos B -+ =2 o (Fey —
‘ J FHQm—k[QF :
1 rIt o : .
i _ - = 0y, o 9
9 r*(Qm— kjQ)? ). - _ (14.98)
unde am folosit (14.73) pentru cos (f + =/2) = —sinf. .

La rezonanla vilezelof puterea absorbitd si disipeld csie maximd :

T F
.I)l:l)a‘x ="_2£ y <E>max == n;‘r: . (1499)

Se pare c¢ii ,adevirata® rezonanti, fizicdi, este cea a vitezelor.

14.7.5. 'VECINATATEA REZONANTEI ASCUTITE

In apropiereq rezonaniel, cind | Q — o | € ©, §i peitru amortizari mick
b <€ o (deci B = Fofrw), cind curba de rezonanti este loarte ascuiii,
putem face urmitoarele aproximalii. Scriind amplitudinea eoscilatiilor snb
forma:

B X __,
/(6 — e+ Q— o) T 4o + 2 —a)

se vede ¢ii sub radical avem deja mirimile mici Q — o §i bla pitral, de aceea
putem neglija Q — o.fali. de o, adici o -+ Q =20 + (2 — o) = 2o si
40°0 =~ 402D, pistrind- deci mirimile mici pind la ordinul doi inclusiv,
adich pistrind prima aproximalie nenuld:

~ . .FO o~ Bmax
= manio = QF F B JT (e - Q0

In imediata veciniitate @ rezonantei, anume pentru |Q —w]| <€b,
(14,100) d& B2 B, Amplitudinea incepe si scadd sensibil ejnd | o — Qb
si anume, pentru o - S| =b
sart Q = o + b, empliludinea
devine B a.f \/ 2 PG Baxe
Prin urmare, coeficientul de @inor-
tizare b = r[2m caraclerizeazd
semildrgimea curbei-de.rezonan{d
(fig. 14.23).

Prin ldrgimea curhei de rezo-
nanti se intelege interpalul de
frecvenie Q, — Q,, .unde Q.
sint frecvenfele unghiulere pentru
care ordonata curbei ‘de rezo-
nanth se reduee Ia 1!\/‘_2"'_-;’0,707
din maximul curbei. ¢ '

In cazul nostru (fig. 14.23): ' Fig. 14.23

¥

T (14.100)

E0Y Ty SOy N bf=2L =% AQ =%(Q, — Q). 4101
. o m 2

In cazul reprezentarii ubél marimi énergefice, carc esle pélratied in amplitudine,
lirginied: curbei trebuie hiatd la 1/2 din maximul curbei {pentru- a obiine
coclicientn} - de amortizare). - : -



Prin urmare, din graficul curbei de rezonanti B.= B(Q) (dach. aceasli
curbd este ,ascutitd”, b < w, si nu »aplatisati®), luind semilz”lrgim'éé curbei,
obfinem coelicientul de amortizare b == rf2m. .

‘Dacd amortizarea este micd (b € o), deci rezonunta este asculitd, atunei
inainte de rezonantd (£ < ) defazajul 8 este aproape zero, iar dupi rezo-
nanta (L > o) defazajul p este aproape ~—m. In cazuliideal (0. — 0) defazajul g
ar fi nul inainte de rezonan{a (oscilatiile forfate in faza cu forta) si egal cu
—m dupa rezonan{d (oscilatiile in opozitie de fazii cu forta) ; pentru O — e
defazajul ar avea un salt de la 0 la.—x ; freciirile. insi ,largesc acest salt.

Dacd amortizarea este micd, ficind aceleasi aproximatii ca pentru ampli-
tudinea B (o + Q &z 20), avem : . :

gh =— ot - {14,
gk i oo (4102)
Pentru Q — o F b, 188 = F 1 sau B = —=/4, —3={4, prin.urmare pe

intervalul ingust de frecvente (o — b, & -+ b) .de_fa-zajul_lfﬂ.variﬂzﬁ cu =/2 tre-
cind de la —=/4 la —3=/4 (lig. 14.24). Ducind dreptele orizontale cu faza
- T L T oemmbd, —3wl4 s intersectin-
~tu-le.-cu curba  defazajului;
obtinem : lirgimea 25 =rfm,
-+-analog l&rgimii curbei-de rezo-
nanfd ; pe intervalul ingust 25
defazajul B suferii o wvaria-
e ®f2 egald en jumdtaie din
toatd variatia sa.
o ln-vedindtatea rezonantei
(it cazul amortiziriler "mici),

“-aproximalie” ca in (14.100) :
T Am(Q ) b

7 1.

2r1 (0 — ('))2[1’2.-
T

Fig. 14.24

o dldima formula ne di
_pulecea absorbitd de cilre
::Si_gtén_aLl'l ~oscilant  (egali cu

cea disiphtﬁ) .11‘1‘ -i'pcillﬁtatea
_rezanantei, in cazul ?c;gonant.ei
‘ascutite. Curba este simetrici
fali de frecventa de rezonanti

U Qe (fig. 14.25). Forma
= (14.103) a  relatiei dintre

R e Absorbita.si, trieventa

' Fig, 14.25 sc. numeste. dispersiod. .. -

AP P

I

0317

7] O cdd-b -

si: facem’ in " (14.98) aceeasi -

+: Lafrézonanti, peniru “()- 2= &, puterea absorbitd este maximi 2

P ﬁ"'P('c'rs’)‘:'F“, ' T (14:104)

2r

céea ce coincide, binéinieles, cu (14.99). o
Pentru | Q — o | = b, adicli Q = o 4 b, pulerea absorbild sau disipati
se reduce Ja jumitate, prin urmare 25 da lirgimea curbei sau altfe), semi-

ldrgimea curbei puterii este egald cu coeficientul de amortizare b. Cu.cit

amortizarea este maj mic#, cu atit maximul (14.103) este mai inalt si curba
mai Ingusti, adicd tézonania ‘este mai ,dscutiti”, dar aria marginitd de
‘curbi este aceeasi. o o - T S e

o] H
- In adevar, aceastd arie este datii de integrala | P(Q) dQ. Deoarece
Lo R . PR St . . H . .0 - . -

P déscret;fe,repede o datﬁ cu-,dezacerdul® (& — w), putem. face aproxi-
matiile : - S : . _ ,

e e mz o S 2 i — e
Co o .2r 1+(Q — 0))2“)2 4dm 14-7° qAm
0 0 . T —y :

O N I T
arc:tgz| ==

—0

unde limita infericari —e/b < —1 si de aceea pulem lua  aproximativ

LEEN : . L T ]

' 14,8, OSCILATIILE SISTEMELOR CU MAI MULTE GRADE

., . DE LIBERTATE

- Numdrul gradelor de libertafe ale unui sistem este numirul coordonatelor
(parametrilor) independente necesare pentru descrierea miscirii sistemului.
Fie s numirul gradelor dé libertate, »; — coordonatele, misurate de la
valorile lor de echilibru (i =1, 2, ...,s). Energia potentiald, misuratli de la
valoarea sa minimé de echilibru, analeg cazului unidimensional; este o functie

péiralicd in coordonatele "z, : . \_/ .

U =-;-Z kipaxy (kg = k), ' (14.106)
¥ .- : -

iar energia cineticd — o funciie pdiraficd pozifiv definild in vilezele Xy :

EC=L2 myaey 2 0, (g = my) (14.107)

R N o ferf e e
Existi un sistem dé coofdonate; ' mimile riofndle’ {(sau prindipalé); in
care ambele forme pitratice (14.106--107) se aduc simulfan 1a forme diago-
‘nale ; I

"—qi‘Té%‘ckak}‘?-.i 771:'22:‘,":353 HA \ ni I
I, :?2 g, Us ?E ki, (14.108)
ST DR S Lt e . -



astici incit energia totald se scric ca o sumii a encegiilor de tip (14.9) ale unor
oscilatori liniari, independenfi, carc efectueazii oscilaiii simple, armonice,
aumite oscilalii normale, cu freeventele proprii ;¢

- 1 "o 2. - .
] i?z mqg; + oifd); g - wig =0, 1 =1, 2, .. .,5. (14.109)

Oscilajia generald a sistemului va fi o anumitd -suprapunere a oscila-
Hiitor normale. . B ‘ N

Folosirea coordonatelor normale reduce astiel li,roblérﬁa qsci!ﬁtiilor unui
sistem eu s grade de liberlale, la problema oscilatiilor a s oscilatori liniari
independenti.

Lxemplun. Vom considera un sistem cu doudl grade de libertate 5i anume
doui pendule fizice, identice, cuplate printr-un resort fin orizonlal de constanta
elasticii k, fixat cu distanta & mai jos de punctele de suspensie ale pendulelor,

ca in fig. 14.26. Coerdonatele sistemului

[fﬁ‘a ' gl sint cele douit unghinri de deviere 8, 0,
<ty P \ miisurate de la pozitiile verlicale, res-

N Y S DLLL LA _A peclive, de echilibru, ‘
‘U:‘x 8\ Vom considera oscilatii mici. Atunci
"\ \ alungirea resortului de cuplaj va fi =
\ \ z (B, — 0,), Toria k{0, — 0,) 5i momen-
] \ dj} \> tul ei fatii de axa de rotatie 4= Lh3(0, — 0,).
O_»J' — Ecualiile miscérii-de rotajie {oscilalie)
' a pendulelor se serin (R, — distania de la

Fig. 14.26 ‘ axa de suspensie la CM):

10, = —mgR0, -+ k30, — 0), = C(14.110)

10, = —mgR0, — k{0, — 0,).

Introducing notatiile :
: A

©f — ’”-’i]?“ o = | (14.111)

bl c T r

ccualiile devin:
61 + i, - (’)E(Ol - 62) =0, '(}2 + (’-'6")2 + (L"%(Oé -*‘61) = 0.
(14.112)

Frecventele proprii pot fi gisile pe doud eii. Intii direct, ciutind solutii
simple armonice ale sistemului (14.112), anume de forma: . :

0,0 = Ao €, o (14.113)
care introduse in (14.112) dau, dupé simplificare cu factorul temporal '’ :

— oA, + oid; + ¥4, — A.) =0,

. (14.114)
—wld; + oid: + ¥4, — A) =0,

Acesla este. un sistem algebric omogen iu ampliludinile 4, ¢ 5i pentru a avea
solu{ii neidentic nule {ncbanale) determinantul sistemului trebuie si fie nul :
: "n 2 4 .2 C 2 q ’
— w4 o+ wi —w . _
AT : Je . ca ,|=0: (11,115}
— cal — o+ 0w
Aceasta este o ccuatic pitraticii in ® (numitd ecualic caracterisfica) cu radi-
cinile :
© = 0y o= Yo} + 2e (14.116)
care constituie frecventele oscilaliilor proprii.
Cea de-a doua cale este irecerea la coordomalele normale, adica sepa-

rarea oscilafiilor independente. In cazul sistemului nostru (14.112) aceasta se
face imediat prin adunarea si sciderea celor douit ccualii:

(6 - 6:)" + a0, -+ 0:) =0 deci @, = o, (14.117)
(0, — 0" F (0 + 2620, — 8;) =0 deci @. =Veoi + 204,

coor donatele normate fiind ¢, = 0, 4 0.. o .

Cele douii oscilatli normale se realizeazit deviind inilial pendulele cu
acelasi unghi, in acelasi sens (o, = @, — oscilalia simelricii), respectiv in
sensuri opuse (o, — oscilatia antisimetrica). In primul caz resortul de cuplaj
rimine de fapt tol timpu} nedeformat (si poate [i scos), far.in al doilea caz el
este solicitat la maximum.

Oscilatia general#t va fi o suprapunerc a celor doud oscilalii normale:

g = A, cos (o,d - o), g = As cos (sl -+ o),
' 1 1
0, =_2“ (91 + g2, 02 .,=':2’—((11 — ), (14.118)

unde constantele A;., o;2 S€ determini din conditiile in_i(_iaie. De exemplu,
tinind in momentul initial { = 0 primul pendul fix 0, =0, =0, iar al doilea
deviat cu unghiul @, adici 0, =0, 6, =0, gisini solutia:

0, :%—@,(cos oyl — cos wal) = Y

P

1 1 .
= ) sin —2-- (w0 — col)'t-sin-? (wy + )i, _ (14.119)

AN
.

| . 1 . 1 .
0, :?G (cos w,l + c0s wl) =6 <:0s-—2—(m2 — ol eos ?\(6{ 4wt
De aici se vede ci dach [recventele proprii w;,, sint apropiale intre ele {(cupla,
slab) : R e ' ,

: 3
-, <€ oy 5au kh® € mgR,, atunci . 2 &, -+ '—Eﬂ’—, (14.120
I e S . . . 1 .

oblinem fenemenul bdidilor, adici oscilatii de tip sinusoidal” de’ frecvents
%—(m} + @a), medulate, adicik cu ampliluding lent variabili cu frecvent:
(biitailor) :

Wy =y — 0y 2t (14.121




Pe.mitsurit ce amplitudinea oscilatiilor pendulului 2 seade spre zero, amplitu-
dinea oscilaliilor pendulului 1 creste spre un maximun, apoi procesul se des-
fasoard in sens invers. Energia cineticd trece succesiv de la un pendul la celi-
lalt, ele fiind in rezonanti (pendulele pot i puse in oscilatie si in plane perpen-

diculare pe planul figurii 14.26).

14.9. ANALIZA ARMONICA (FOURIER)

', 149.1. OSCILAYII PERIODICE

Funclitle periodice, in condifii foarte gene'r'alc {conditiile lui Dirichlet),
pot [i descompuse intr-o serie -trigonometricii de forma:

() =% (a, cos nwt + b, sinnel) = 3 A, 'c;cas'(nm_l + o), - £14.122)

1i=0 ) n=0 : )
AL =R DR tga, ——2L o (14.128)
R T ey e -
unde coeficientii a,, b; se oblin usor inmultind deeasti dezvoltaré cu-cos kel
respecliv sin ke si integrind pe.o perioadd . I = —=.
[
In adevar, tinind scama ci . ' ‘
" "
. ‘ T
g €0s nef-sin ket d § =0: S cos not » cos kol -dl =38, 5 (14.124)
LR , T B
A sinnelsin kot-dt = 8, il
) 2
lacd ko g
Bpe =0 RO AR olul Tui Kronecker), (14.125)
1, daci n =k
rezuiti formulele pentru coclicien(i
v ' '
1 ..
I ?TS [() Al = [ (valpavrea medie 2 funciiei), ~ (14.126)
) . :
T . A .
N ‘ R T SREE _ :
a, —_TS f(h cos nwt dil, b, = — S (O sinnetd i, ns0.
e T

) [T I . e :U . RS L.
Folosind formulele lui Euler (14.24), dezvoltarea Fourier (14.122) se
poale scrie cu ajutorui fuactiilor exponeniale: .

fly = % ¢, e c,= I (@ — it} (14.127)
9_0: ¢ | A
Ca :751‘(!) et dr, e, =0 (14.128)

A ‘ ‘

Prin urmare, oscilatiile periodice oarecare se- descompun in oscilafii ar-
monice, sinusoidale, cu [reevente egale cu multipli intregi ne ai frecventei

2 ‘ . s R
fundamentale o =——-, unde T este perioada oscilatiel. Spectrul oscilafiei

este dat de diagrama in care.sint reprezentate amplitudinile in functic de
freeventii. El este format din linii verticale echidistante de diferite indltimi
{proportionale cu amplitudinile). , . - .

- Descompunerea oscilatiilor in oscilatii” sinusoidale este importantd de
exemplu in acusticit la analiza sunetelor sau in electrodinamici,

14.9.2. OSCILATII APERIODICE

Daci oscilatia este aperiodicd, atunci in locul seriei Fourier cu spectru
de linii (discret), vor apérea oscilatiile sinusoidale cu frecveniele cuprinse
fntr-un intreg interral, deci cu spectru continuu. Seria Fourier trece in inte-
grala Fourier :

1) = T a(w) cos [of + a(@)] do = | @, cos (of -- 25) d o (14.129)
' 0 0
sat sub formi complexd

1) =39 e{w) e .‘dm, (—) = (), (14.130)

unde densitatea de amplitudine sau densifelea specirald (,,anv-el opa spectrului®)
cste :

1 . .
__c_(_m):;Sf(z)e-létdz. . (1413

Spectrul este reprezentat de graficul densitiitii de amplitudine a{w) (densitatea
spectrald). . _ _

De exemplu, oscilatia amortizatd din fig. 14.27 are spectrul continuum
din fig. 14.28, _ :
ba el ;F
| #1t)

Fig. 14.27 ' Eig. 14.28:

Inteérala%Fourier devinedmai simpld in cazul?{ungi'fuﬁdﬁi pare:
fih = S a, cos of do, dg=— S f(t) cos wf & (14.132)

0 e i}



si In eazul unei funclii impare :

0 <]
o 2 . _
fi) = S b,sin ot do, b, =—S F(D sin wf d1. (14.133)
0 ) .. i U ‘

. Exemple. 1. Oscilaliile dreptunghivlare din fig. 14,29 fiind simetrice ‘fﬂl':’l de SC ales, '\"or'
contine numai cosinusuri: Co '

@ e h= hae a 2h sin R T 21
= = H —_— — —_ T =10; 3.
’ T or ' =n " T T - 2 noTi b =0: (14.131)
- .
I .
iy = by ___Shl”")": . Laet
n=—c =N 2
e | = 2h  wmnt 2ot
=— 7 ¥ ——sin——cos ——. c (14.135)
i rgy wh T T
%f{”
K
4
: t
i
=%

Fig, 14,20

Spectrul este reprezentat in [fig. 14 30.

20 ¢ ANz
he JLAi.m sinz
7. N :
I
\
T. \
\
. \ : . . .
1 M (NN .
iwduy - L No - ‘/// . T— W

s L o

Fig. 14.30

N

2. Migcarea aperiodicd f(1) = A e™, t 2 0 (fig. 1L31). se descompune 1n integrala Fou-

Tier :
o0
) =\ (o) & dos, e(w) =5 (14.136)
e :
sau _
fit) :S a cos (@ | + ue) do, (14.137)
i}
1 I )
=2 = = =are tg — - 14,138
a, Fe{e) | Yl &, arg ¢ (o) =arc tg ;- ( )

Spectrul este dat de @ si este reprezentat in fig. 14.32.

Lt}
ﬂ{m)

Fig. 1431 3 Fig. 14.32

14.9.3. FORTA OARECARE

Dacil asupra sistemului oscilant actioneazd o for{a oarecare F(fy perio-
dicd sau nu, atunci descompunind-o in serie sau integrald Fourier, calculam
oscilatiile fortate produse seperat de fiecare oscilatie sinusoidald compo-
nentii. Deocarece ccunatia diferentiali a oscilatiilor amortizate este liniard,
suma sctutiilor individuale este de asemenea o solutic (principiul suprapuneri).
Rezultatul va fi deci suprapunerea (suma) oscilatiilor fortate individuale.
Trin urmare, oscilatia fortatd rezultatii va fi reprezentati de seria (sau inte-
grala) Tourier corespunzitoare,

De exemplu,

F(t) =% A, cos (nQf 4 a,); ¥ =X B, cos (nQ 4+ B.); - (11.139)
unde : : o : a

A r -
B, = 2 , to (B, — o) = . 14.140
nQYr+-(nQm — kins)? 8 ) nQm — kfnQ ( )

Daci una din frecventele componente n& coincide sau este foarte apro-

piati de frecvenia de rezonanti wy; a sistemului oseilant, acesta intrd inreze-
nanti, si dacli amortizarea sa este micil, rezonania va fi foarte ascufitd. Astfel
se explicd faptul cd putem obiine rezonanti cu ajutorul unor impulsuri (de
forma oarecare) dar cu frecvenia de repetifie egald cu un submultiplu intreg
“al frecventei de rezonanta. . , _
" Daeci avem un set de rezonatori cu amortiziri foarte mici, atunci vor
intra in rezonantd acei rezonatori ale cidror frecvente proprii de rezonanld
coincid cu frecventele componente ale oscilafiilor aplicate. Astfel se poate
face analiza oscilatiilor (de exemplu, frecvenfmetrul cu lamele rezonante
folosit pentru curentul atternativ industrial).

NN



- PROBLEME -
14.1. O particuld se mlsc.: de-a lungul axel Ox dupd Tegea & = C cest (ol +a). Si se alle
amplitudinea i pericada oscllalnlor Care este ecuatia traiectoriei® fn spaliul fazelor (v, x)?
R A=0C12T=nlo; v =40%(C — x).

14.2. Un pendul simplu gravitational a cirui Lild arc uensitate p esle cufundat inir-un Iichiﬂ
de densitate g, Care este perioada micilor oscilafll? -

R T=2x ) L_®
g . P~ Pa

14£.3. De capatul unui resort vertieal de constantii elastic & este fixat un corp de masd m,
Cu ce distan}di maximi cohoaril corpul lisat liber, dacd in mementul initial wte?a tui este zéro
si resortul nu este intins?

R. x, = 2mg/k

144 Un corp de masi m este suspendat de 'un fir perfect fiexibil §i perfect elastic de con-
slantdl elasticd k. Corpul cste deplasat in jos si lisat apoi liber si oscileze pe verticald. Care
este deplasarea maxim’ﬁ admisihi]z‘x pentru ca oscilatiile st fie armenice ?

Be ol = mg,fL BT - T

14.5. Un arcometru {sau den51mctr1:) de masd sl cu diametrul tubului cilindric vertical ¢
efectue‘u.s miei oscilatii verticale cu pericada T intreun lichid. Care este densitatea lchidului ?

16=m

R. =——

g, .

1’ G. Un corp de m'lsa m este suspendat de un Icsmt 0 par t;cu]a de masi'm’ eade cu vi-

teza » pe cmpul m de’ caro’so 11pc5te A]ung req staticd prcousa “de par tlcula m’ cste x;. Sa se
aﬂc amphtudmc'l osc;latulur s:stemu]m (m + my.

B A=g Vsi Lo rm
2og(m + m')

14.7. Pe un platan de masi neglijabild, atirnat de un resort. cade fird viterd ini{iald un
corp dé la indltimea & déasupra platanului, Considerind ¢4 ciocnirea corpulni eu platanul este
plasticd, si se afle amplitudinea oscilajiilor platanului. La echilibru acelasi corp alungeste
rp'squj.u.l cu .

O A, = VI ¥ Shm,

14,8 T mijldenl unei corz e}a‘tlcc mucnta]c de Jungine /. futinsd cu fm[q constmta F,

este suspendaf un corp de masa . S.n se qfle pcrmada mmxlor sch oSt 1Ial, i. ( c hcgh]eaza
grwntq‘;m) . . L

' I{. x =5 lf ml/l-

14.9. O parnculd osciipazdi de-a Iungul axei Ox dvpd lcgea T=4 cus (o)! + u) S se cal-
.culeze demltatm ‘de probahlhtate w(:c), unde w('c) dg’ cstc plobablhtalm de-a gﬁsa partjeula
pe lntcl\"llnl (1:, xF (l:c) .

n. HJ(.‘t:) = —-I— .
m YA —

L e et e . e e s

-

14.10. O scindurd omogend oste agezatii orizontal si transversal.pe doi cilindri in rotatle,

.ca in’ fig. 14.33. Distan{a dintre axele cilindrilor este !, iar coelicioniul de frecare la lumecare

este p. Sit se arate ¢l scindura va oscila sinusoidal i si sc afle pericada;

— . c 1

2l
. T==x —

Y

| { - m

L r ) ol ol
U iy
Ty P2 X
Q [=]

" Tig. 14.33 Fig. 14.34

14.11. Un manson de masi m poate culisa [irdl frecare pe o Liji orizentald, fiind prins cu
doudt rescarte identice, de constantd k, de perefii vasului din fig. 14.34. 54 se caleuleze pe-
rionda micilor oscilalii ale mangonului, dacd vasul.este rotit cu viteza unghiulard .

2w

CV2kim— w? ’

14. 12. Un corp de masii m, agezat pe o masd netedd, cste jegat prmtr—un resort orjzeontal
de masa m’ 51 constanta k de t1 perete. Si se afle frecvcn;a ose.I'xl;qur corpuiui (se ncgli-
jeazi Irecérile sl de consideriisi foate pu_nct_e]e resortului oscileazii in faz_d) /

—_— !
R o=| ————. :
.[/m+m’;‘3 : .

14.13. De capetele unui resort cu constanta clastied k sint prinsc doudi bile de mase m,,..
Neﬂhﬁnd fortele gravitationale, si se¢ afIc frccvem;a de oscilatic a rcsmtulm. ini}ial intms {sau
'compmmat) si apoi lasat liber.

Fi{ Iy
R o= V—-——(m‘ -+ )
mmg

14.14.. La eapetele unei tije fine 01‘]2011[:'110 cu constaria de Lorsiune € sint - fixale doud
dlSCUI'l cu momente]e de mertle Iy Care estc pericada osc:lalulor (]CLiOIS.'l ne ale hjcs? g

R, =

e Tnn
S ]/__.._ .
i ) C(I) 4 I.)

1415, Un pendul este format dintr-o tijd subtire rigidd avind la capat o sferdl de razii R
cu pereiii foarte subliri, continind un lichid ideal. Distania de la axa de-suspensie pind Ia cen-

“trul slerei este ['(fig. 14.35). De cite ori creste perioada micilor oscilalii, daci lchidul inghéaia
(negh;ind variatia de volum prin solidificare)? b



- tli.ls O tiji omogend de masi m si lungime ! poate escila intr-un plan vertical, avind Insi
piitul inferior prins la mijlocul unui resort orizontal de constantii elastici f (fig. 14.306). 83
se afle frecvenfa micilor oscilatil, "

R. &):Vﬂ(l{-kﬂi‘{ .
21 mg,

Z////,J;’/ g

P | R

ke T, /e
Fig. 14.25 Fig. 14.36 | 7 Fig, 14.37

re e g P P vl . y

14.17. Un cilindru omogen de masi m exccutd mici oscilalii de rostogolire firit lunceare
pcﬂun plan orizontal. fiind prins Ia periferic de mijlocul unui resort orizontal de constant elas-
ticd L. ca In fige 14.37, Care oste perioada oscilatiilor ?

. T=" .?..fﬂ

2 ak

14,18, Un pendul fizic este rotit cu 189° fa}it de pozilia sa verticald de echilibrn si ldsat
Liber, §tiind c3 el trece prin pozitia verticald de echilibru cu v.tem unghiulard o, si sc afle
perioada micilor oscilalii ale pendulului.

.M.l.‘). Un pendul Elzic oscilcaz-.?. cu Ireevenia .. Dacii i se htascaz:‘i m corp mic de masi m
fa distanta f de axa de suspensie, freeventa devine .. Care este momentul de ingrtie ai pen-
dululul fizie fa{X de axa de rotatic ?

. I = mh? M i
©] — w}

14.20. Doui pendule fizice au perjoadele T » st momenteleide Ineriie 1., f'lti'de axa de osci-

lafie. Daci le cuplim rigid, c¢ pericadi va avea pendulul fizie rezultant. in jurul aceiemsl axe
do suspensie?

R T= TIT,VL“L__{E_“_
1T + L.T:

14.21..La capiitul liber al unel bare orizontale (de masi neglijab?i), incastrati la celdlalt
capiit, este atirnat printr-un fir un corp de masi mr. Bara are Jungimea [, momentul geometric
J si medutul de elasticitate E. Care va fi perioada oscilalillor corpului ? Pentru ce amplilu-
dine a oscilatiilor firul de suspensie va tncepe sit se stringi? !

R T= 2;:1]/—'1. pas 2O
: 3EJ 3LJ

14.22. Lu mijlocul unel bare orizontale (de masi negiijabili). sprijinit# orizontal la capete
pe dou.} reazeme, este asezat un corp de masi nr, Bara arc lungimea I, memeniul geemetric
J si-modulul de elasticitate E. Gare va {i perioadn_oscilajitlor corpului 2 Pcniru ce amplitu-
dine 3 1scilatiilor co1pul incepe st se desprindd de bara ?

- 3
R. T=2niV ml_ s TR
48 BF 48 EJ

£14.23, 54 se aflc aniplitudinen ini{iald"A, §i faza inifialii & a oscilajijlor amartizate. stiind
onstantclc mfk r, precum si conditiile jnitiale : pozilia a, §i viteza pla i = 0.

R. A, =} 4 (& F bxytjws o« = arcces SLLE
Ag

14.24. Un pendul simpiu gravitational are lungimea I, $tiind timpul de relasare ¢ a osci-
latiilor amortizate. si se calculeze decrementul logaritmic.

- " S
R. D= EEV-—— e———— e
o V i~ L L |
ity L ' _(]Tz . )

14.25. Un pendul simplu gravitational oscifeazi amot tizat, chrcmanul logaritmie [iind D.
Stiind cid dupa un timp - energia mecamc& a pendulului a scizub de ¢ ori,’'sit se af}- lungi-
mea pendululni.

R, UL LAy
: 1+ 4n*D?

14.26. Un corp de masi m suspendat la capitul unui resert de constantd. clastied k, clec-
tueazi oscilatii verticale amortizate. Stiind cit dupi N, oscilaill, amplitudinea ‘oscilatiilor scade
de e ori, sa se. afle deel ementul Iogarztmlc, permadfn oscilatillor amortizate, coc[mennll de
amurt;mre : . - : -

R. D=—-1~- T'=2nvi-V1+ LN I S
Ny k 4nEN? ' m. Y1+ 4=
14,27, De cite ori trebule S:l creascit coeficientul de amortizarc pentru ca oscﬂatulc psusdo-
pclmchce cul decrementul D 'si treacd in misearea amoertizabi aperfodicd 7

R, bjb = VT F At iDe



14.28. 81 se scrie expresia vitezei oscilatiilor amorkizate, De cite ori se mjcgoreazd dupi
o perload vitezn unui corp ce executd oscilalii amortizate cu decrementul logaritmic D 7

R. v=wd,e o3 (m’t + e +-—7f- + arc tg-—‘L : _ﬂ_._ = ¢F,
2 @’ pit + T

14.29. O particulii deplasatd din pozitia sa de echilibru cu A, este lisata liberii. Ge distanti
parcurge particuia pini la oprirea sa completi, stiind decrementul logaritmic D ? ’

R os—=a, RO

1 — gz

_14.30. Un corp do masi i, asezat pe un plan orizontal cu eovlicientul de frecare Ia lnhecare Ha
este legat printr-un resert orizontal nedeformat; de constanti &, de un percte: Corpul este de-
blasat astfel ineit resortul se lungeste cu A, apoildsat liber, Si se afle perioada oscilatiilor corpului
sl numiirul de oscilatii efectuate pind la oprires corpului. T

I ;T:%Vﬂ. y—ak 1
T . dumg 4

14.31. Si se caleuleze raportul B, (B, .., cunoscinl deerementul logaritmic D."

n Lew’_m D

Bind D am’

14,32, Amplitudinea os-ilaliiler for{ate cste aceeasi pentra doudt [recvente €Q,,,. Si se afle
frecvenfn de rezonantd . a elongatiilor. SR ' IR

LER Wy = V%(Qf +Q:)'

1233, O bild de masi m alunzaste static un resort cu T, Stilnd cd bita efectueazi dscilatii
verticale fortate pe resort, sub actiunea unei forfe sinusoidaie periodice de amplitucine F,,
cu decrementul logiritmic D. 51 se afle frecvenfa de rezonantd si amplitudinea la rezonangi
{rezonanfa elongatiilor), N

. 1= Dr)dm® FiDixy 4t
m. mm=Vi__L.L, Bowg = 25 1, B
x, 1 Drpfme 4dnmg D+

14.34% Un pendul clastic are perioada cseilatiilor neamortizate T. Asupra corpului aclio-
neazd o forfd sinusoidali de amplitudine F, si o forld de frecare proportionald eu viteza. La
rezonanta vitezelor, amplitidinea oscilatiilor este 5,. S se alle cocficiontul de rezistenfd si
puterea medie disipati la rezsnanta vitezelor.

F,T ) B,
B. = - P = ———
2nB, . T

14.35. Pentru doul frecvenle 0., ale forfel sinusoldale perturbatoare, amplitudinea. vitezel
s¢ reduce la jumitate din valoarea maxima. S3 se alle frecvenia de rezonanfi a vitezelor si
coelicientul de amortizare. - com :
' ‘ 0, -0,

¥y

i . H

R &=V0.0Q, b=

1%.36. ST se dierniine rap ﬁ'i!ll’ Q) :"I.’m;:‘ la rezonanfa vlongalllior, .stiinkl'l"ap'or'tﬁll w/b.
Plodey)  wfp — 2
P wifbt — 1 IR

R.

o —— e

14.37. S1 se dezvolte 1n serie trigonometricd vssilatiile triunghinlare din fig. 14.38

bt nes

. fih= E §in2 —— . plnwl —
N=—p0o TTERN? 4 ,
. ® anr oF & Koo
= ]_“_. 201 sin® 227 o5 neat
aT n=1 %N ar
fit]

e _r |0

Fig, 14.38

; < R
14.38. S se dezvolte in seric trigonometricd oscilatiile in ,dinti de ferdstrau® dinfig. 14.39.

% - . . L]
i f{H= o + h cl(not+mi2) = A 2 «sin netf.
' : ‘2 pe—co 2mN ‘ -2 n=1 =R

it

Fig. 14.39

14.39. Si se dezvolte in serie trigonometricd sinusoida,redresati” f(f) = A |sin w{| din
fig. 14.40, _

. : o 94 1 N A ’ o_o.‘ 44 1 .
. = % 2t citnet == 250 :)_J — ——.cos 2nwl.
i -Alsmcu)] hzz_‘_w = 1 —dnr . ™ n=1.7 4nt — ‘.
pfit)=4l sinet|
] -
‘ 0 \ :7.-/2 x

Fig. 14.40-

" 14.40. SA se descompuii i in't'egrali'Fouric'r"‘ oscilatin ainort;zatfi .ape;‘iqdicé :
) : . . ) . T f(!) 2A c._bl”.- I . .

Pyl o T .

R B o|
g om L 2 reosol
ML a(e) = A P e = 22 Ab{-u-—cm N ea.
- ~'1(m) = e P . IR LI SPPC
‘ . Shm b 4w g+ ’ o



CAPITOLUL 15

UNDE ELASTICE -

Mediile confinue: gazele, lichidele, solidele, sint sisteme de partienle
legale, adicd de particule (molecule, atomi sau .joni) care inleraclioncazi
intre cle. De aceea, dacd una din particule oscileazii, vor oscila dupit ea si
particulele vecine ; oscilatiile se vor propaga in mediu de la particuli la parti-
culd sub formi de unde, numite unde elastice {spre deosebire, de exemplu,
de undele electromagnetice in vid sau in substanli). Aceastd nelocalizabilitale
a oscilatiilor este caracteristici tuturor mediilor continue. Propagarea undei
nu se face instantaneu, ci cu o vitezd finitd c.

15.1. UNDA PLANA PROGRESIVA NEATENUATA

Daci toate particulele situate intr-un plan perpendicular pe directia
de propagare a undei osciicazﬁ identic, unda se numeste pland.

Fie o undid plan# care se propagi fird afenuare in directia axei Oz cu
viteza constantii ¢. Dacél in originea x = 0 elongatia £ a particulei urmeazi
o anunilii lege :’ ' '

80, 0 =[), (15.1)

atunci in oricare punct z de pe axa Oz elongalia §(z, 1) a particulei de acolo,
mdsurald de la pozifia sa de echilibru, va parcurge aceleasi valori ca in origine,
dar cu o anumitd intirziere 2/e, datd de timpul necesar undei ca sil ajungi din
origine pind in punctul x consideral. Prin urmare, in puicful = la momentul
elongatia trebuie si fie acecasi ca in origine la- momentiul ¢ — 2/c :

E(x, 1) = EQ, 1 afe) = f{t - xfc) = Flx — ct). (15.2)

Elongatiile &(z, {) -ale particulelor, misuraie de la pezitiile lor de cchi-
libru 2z, pot fi atit in directia de propagare a undei, atunci unda se numesle
longitudinald, cit si intr-o direct{ie perpendicularii pe direciia de propagare,
atunci unda se numeste {ranseersald. Mai general, £ peate desemna si o mirime
fizicd ondulatorie oarecare, precum cimpul eleelric sau. magnetic fntr-o undi
electromagnetici.

Expresia (15.2) reprezinti ccuatia unei unde plane progresivc care se
propagd fard atennare in sensul pozitiv al axei Gx cu viteza ¢. Pentru unda
care se propagi in sensul invers al axei Oux, ¢ trece in —c¢:

E(v, 1) = [(l + afe) = F(x 4 el). - (15.3)

Particulele situate intr-un plan perpendicular pe directia de propagare a undei
oscileazd identic, de aceea unda se numeste pland.

Fig. 15.1

Pentru unda pland progresivdl este caracterisiicd dependenia elongatiilor
£ de combinafia u ={Fafc (sau xT-cf) si nu separat si independent de
z si {. Dacdl egalim ,faza“ u cu o constantd, xcf = const, gisim ?egea dfz
propagare rectilinie uniformi @ = 4.¢f - const a fazei _(’sau frontului) undei.

Dacii unda plani se propagd in directia versorului  (fig. 15.1), elongaiia
particulei dintr-un punct P de razd vectoare r va fi aceeagi ca a particulei

' -k
PN, ' =rn;:

EG 1) =B ) = EO, 1 - 2J¢) == f{z--ﬂ ) (15.4)

15.2. UNDA PLANA MONOCROMATICA

in unda plani monocromaticd, oscilatiile in fiecare punct sint armonice
(sinuscidale), de o anumiti freeventd o : . '
£(0, 1) = A cos of = f(l),

E(r, ) = f({ — xfc) = A cos ol — z/c). (15.

o
Nt



~ Elongatia £ este nu numai periodiedt -in ump, cu pericada 7'==2xn/w, ci
periodicd si tn Spafiu, in raport ¢u coordonata z, ‘cu permada A, numma lun-
gzme de undd, care rezulti din condma de peuodlc:ltate spatiald :

?\ S
COS@(i——_t—)-_—'cos m(t--—-i-] ,_}(o) —_—2—r

Amr— =cl =—- (15.6)

Lungimea de undi esic cgala clu dza(rzn!a parcmca de undd in timpul unci
perioade T, sau altfel spus, cu distanfa dintre doui maxime (minime sau anu-
1ari) succesive ale undei in spatiu la un moment dat.

Ecuatia undei (15.5) se .m_ai poa‘ie scrie sub forma ;

:

£ = Acos m([ — 2/c) = A'cos QT(—F L Y] A cos (el — ka), (15.7)

LEET = e . (15.8)

unde k se numeﬁte numir de zmda cgal cu numirul de unde -care se cuplmd

in 2% unitiifi de Iungime. Mai general, se defineste veciorul de unddi I‘ avind

modulul k =27/A = w/fe si fiind orientat in directia si sensul de propagare
a undei :

>del - 2p s g o S
Lkhk=In-—="tipn—=—"n . - S {15.9)
A [ o ‘
Atunci ecuatia undei plane monocrematice care se pI‘Op'I & In spatin in
directia si sensul vectorului de undi X se-scrie :

£ =Acos (ol — k) =Re {Ael@F) . (1510
Argumentul cosinusului se numeste faza undei :

cpgml—f:):?: (15.13)
Suprafetele de l.lhd‘l stnl suprafefe de fazd conslanid si ¢ele sini perpendicu-
lare (m medii zzotrope) pe direcfia de propagdre a undei. in adevir, ccualxa
of— kr =zconst reprezintd ecuajia.unui plan in fiecare- moment, \ectorul I
fiind perpendicular pe acest plan. . T T :
Normalele pe suprafefele de und se numesc raze.

In cazul considerat maj sus, suprafetele de unda sint plane, nermale pe
directia de propagare. i :

Viteza undei plane monocromatice coingide cu viteza de deplasare a fazei,
nuntitid viteza de fuzd. Dacid faza din puncLul x la momentul ¢ a ajuns in
puuciul 2 - da la momental { + df, inseamnii ¢d

o =wl—kr =l +d) —kiz + dl) >do =0 dl—=kdr =0,

oy = _0 . (15.12)

df k T
Lmportanta studivlui undelor plane monocromatice (13 10) este dcoscbiti,
deoarece o 'undi oarecare poate fi descompusi totdeauna in unde plane mono-
cromalice (descompunem, de exemplu, functia f(t) (15.1) in serie sau integrald
Fourier), analog descompunerii unei 05(:11‘1[11 oarecare -in oscilatii zumomce
sinusoidale,
Undete elaslice se numesc si unde son~re san suncle si se impart in 3
game : mf:asunc[e cu frecvente’ sub 16 Hz ; sunefe auzibile cu ftecven[,e intre
16 Hz si 20-kHz (Wingimi de undd in aer intre 20 m i 2 cm) §i ul[rasune[e
cu freev cu[e peste. ‘)O kHz (pinid la ~ 10 GHz).

15.3. DEFORMATIA SOLIDELOR PRODUSA DE UNDE

Undclé'longitudi'ﬁale se pot propaga atit in solide ¢it $i in {lnide, in timp
ce undele transversale.se pot propaga numai in solide, deoarece in fluide nu
existit forte clastice 1a forfecare, adicé forle proportionale cu distanfa de lune-
care a unui strat fafd de altul, care sd transmitd oscilatiile transversale. .

' 15.3.1. DEFORMATIILE IN UNDA LONGITUDINALA

Si considerim intii o undd plani lengitudineldi. Din cauza deplasirii
particulelor in directia propagirii, mediul elastic este in fiecare moment de-
format. Si caleuldm deformalfia relativid e(z, {) in punctul (planul) P(z) la
momentul.{. Pentru aceasta; s4. considerim un punct (plan) infinit apropiat
Q(x + dx) (fig. 15.2). Coordonatele wx; a - dr reprezinti. pozifiile de repaus
(de cchilibru) ale particulelor, astfel incit PQ = dz este lungimea nedeformati
a sualuiur La mf)menLul { pm'tlcula dm P(z) are elon‘_,‘ 1,11 E,(x t) 5 dec1 se

; L f(f\’,f} ! 'd.IX’Lg}?dY
. x| Gixeds) . . Pt : g .
Fie. 152 . L Heax) o P & .
- dx

; f(x+d,\;f)=§()g?)+§dx

aftid deplasatd in P'(x + ?’) iar particula’din Q(z -~ dx) se aflil atunci depla-
sati in 0(1—{— da + Zi x |; deoarece elongalia din punctul infinit

vecin @z + dv) este E(x + dx, D =&, 1) —{—,%g dx. Lungimea segmentu-
: o dx



Tui r(.stt‘atului) P@Q =dr devine deei la momentul ¢ egald cu P'Q° =dx -+

é . “ *

+ r—F’dx. Alungirea absoluti va fi P’ — PQ ﬁf—% dx, de unde deforma-
x du

tia relativa:

ea, 1) =2 13.15
Py (13.13)
Y _ .(‘.eiﬂ::ll'ﬁ derivati partiali a clonga-
PR P tiei dit evident viteza particulei:
i §» L3 gx gE .
Pl 7l ox vz, 1) '=0—E =, (15.14)
$ixt) ‘ ol o
15.3.2. DEFORMATIILE
, - IN UNDA TRANSVERSALA
(x) 8 lx+dx) ' e
- x In cazul propagirii undei transversale
— in directia axei Oz, particulele au de-
Fig. 153 plasiiri E(x, {) transversale (perpendicu-

o ) lare) pe direetia de propagare Ox. Douit
puncte infinit vecine cu poziliile de echilibru in Px), Q(r - dz) se vor

afla deplasmxc ]a momentul {.in pozitiile I’ (x ,Z),t:r'cspec[,i.v Q'(;L‘ - d;i-, E+

o
fati dcﬂplanulrdlin P, unghi considerat miec, rezultd din raportul caietelor

RQ' _—.i—ad.’c si P'R = dz, deci
dx

+—‘~dx] (fig. 15.3):; Unghiul -de lunccare (lorfecare) ~ al planului din @

B

ox

) peformaliq elasticd, de alungire sau'de lunecare, esie egald cu derivata par-
fiald -a elongafici in raport cu coordonafa. :

' 43 -
: viv, ) =-=. I o (15.15)

15.3.3. DEFORMATIILE PRODUSE DE UNDA PLANA PROGRESIVA

In cazul undei plane progresive neatenuete (15.2) avem (» — viteza parti-
culelor) :

B, D) =t — zjey =f(u), unde u ={-— zfe, u_ 1, cu —— 1 ,
B ‘x .
v =£‘E_ =f1. :E_fﬂg =£i
é sl éw ol da’ _
ot of & éu ,éf 1 1 &f »
ox m_c'.‘x _ﬁb‘ua %;(_c_) =—?o:t- o ¢’
de unde deformalia relativi sau unghiul de lunecaré :
2, 1) san (@, ) === __ta__» (15.16)
ox ¢ ot ¢

Deformatia de alungire sau lunecare este egalit cu raportul, cu semn schim-
bai. dinfre viteza particalei si viteza undei.

Penlru unda progresivil care se propagil in sensul invers (negativ) al axei
Of avem : '

cF
csauy=le LA _ v (15.17)
dx ¢ &l ¢

Deformaltia e(x, £) sau y(z, f) este maximi acolo unde viteza particulelor
o(x, {) este maximi, deci in punctele unde particulele trec prin pozitiile lor
de cchilibru. Acolo unde viteza particulelor » este in acclasi sens cu sensul de
propagare al. undei longitudinale avem o regiune de comprimare {(z < 0),
jar acolo unde viteza particulelor este in sens opus avem o regiune de rarefiere
{¢ > 0). ‘

15.3.4. DEFORMATIILE IN UNDA MONOCROMATICA

In particular, in cazul undei plane monocromatice (15.7) avem :

wd ' ' 2= t o
sz, {) sau v(r, ) = —— sin o{f — x/c) =-—— A sin 2rl— —— 1 =
(1) sau 1w, ) =22 sin ot — 2je) == (_T _7\)
= [A sin (! — k). : ' : (15.18)

Delormatiite sint nule acolo unde clongatiite sint maxime i reciproc, sint
maxime acolo unde clongatiile sint nule. Aceasta se vede usor pe o undi
transversald. In fig. 15,4 am reprezentat portiuni cgalé din doud plané vecine,
in punctele de maxim si de zero ale clongaliilor. In maxime cele doudt plane
vecine sint egal deplasate transversal din pozitiile lor de echilibru si defor-
matia de tunecare (2 unui plan fata de celilalt) este nuli ; in schimb in punctele
de zero, cele doud plane vecine

sint deplasate In sensuri opuse 'Y
si lunecarea este maxima. -

La fel, intr-o undi longitu- 1 Fixt) :
dinald, comprimirile i rarvefie- AN ’ VRN
rile vor [i maxime in punctele /_i N et ,/

de zero ale elongatiilor: acoelo J : \[I‘T‘ ‘ IL .

doudt plane vecine (de o parte L 7 _J — I X
si de cealalti a'punctului de ' 1 ]\ /T
zere) se apropie sau se depiir- B \\ //
tcazd intre ele, pe cind in pune- g
tele de maxim ele se miscdl la
fel in acelasi seus. _ Tig. 15.4

Ca ordin de mirime pentru sunetele obignuite’s -

S nar SAU Ypgs = A =kA =2x AL 2 ﬂ__{‘_“i_ ~ 107¢ =0,01%.

¢ ' Iy 10° mm,

(15.19)

G ordin de marime deformaliile relative sint egale cn raporiul dintre; ampli-
{tuditiva de oscilalie a particulelor. si. lungimea de- undd. ce e



15.4. ECUATIA UNDELOR

Derivind incd o dati pe éfféa, obiinem ecuafia undelor :

S L)1)t
da®  gax\ex) - e ealit ¢ dadt

R 1 (¢ 1 ‘
=_fy( f) ‘( N Ler (15.20)
c.ét\ex) e & el - TE .
&f 1 e it 1 1
nfr:-;n—f £au &r - f_O sau |2 -—.l-o--f 0.
cxt ¢ e it It er ezt et

Prin wrmare, undele £(z, {) = f({Fz/c) verilici aceastd ecuatie diferentinla
cu derivate partiale $1, reciproc, snlutia generali a acestei ecuafi esle o supra-
punere a celor doudt solutii, undele f,(f — af¢) + fult + zfc).

In cazul propagiri er-o directie oarecare in. spatiu, ecualia undc]nr
se poale obline analoq, pornind de la unda plam (15.4) :

nr

ni | .
f(!— ——;)---[‘(u), u —!—T —-t——~(17x1,—}—nJJ -+ n.1),

o éf au Cou of. - af
L= = —=‘1, ==
Coét 81: ai EEE oo gl du

. Y

Coef 'ifaat" éu 9 ( “MJ N

2 -, I * s
ks dudr o éx

Summd deln atele pallmle (1.qc +1 +1i=n= 1) rezulla ecuaha undeior
(pentru medii omogene si izotrope) : :

L Aflapf. o (15.21)
(A este operatorul lui Laplace; pe scurt laplacean):sau

1 5%, ‘

(A.— —;72)f= Of = dal =0 (15.22)
¢l

(C1 este operatorul Jui D"Alembert).. Pentru unda pIand care: se . pwpnq.l in

directia axei Ox regiisim de aici ecuatia (15.20). - ‘

Vom avea ncvoie de ecuatia undelor pentru caleulul vitezei de propagare e,
care apare la patrat la numitorul derivatei dupd timp. Ecualia undelor se
obtine din ecuaiia fundamentali a dinamicii scrisi pentrn un  element

dm:dm-¢ =dF.

15.5. VITEZA UNDELOR.IN SOLIDE

15.5,1. VITEZA UNDELOR LONGITUDINALFE

Sa calculam viteza undelor lengifudindle intr-o Pbard §i intr-un medin
elastic nemdrginil, Legitura dintre tensiunea elasticll o, [} == I[S§, si delor-
matia Tongitudinali e(x, {) esle datdi. de legea Ini Hooke (12.1), respecliv

(12.17) : ..
bard :
— 1 ok -
oz, 1) = —~1<(1 t) QLG(’t a')—L— {15.23)
L L fs_n C'L ‘ ) .
mediu elastic nemdrginif : L
(1 — o
o, ) —E'e = — 20 B . (5~ 1,35 E). (15.24)
' o (il — 2p)
Un strat inlinit de subtire dx cu masa dm = g, S, dv (p., — densitatea
l'l N
in abscnfa undei) va fi supus la forfa 1ezu!t'mta drr === ? du- S, (fig. 15.5).
T dx
Conform legii fundamentale a mecanicii
am & f" =dF ~£ dz S, ge i =22 (15.23)
ér d ar faR
Pentru barit : R ' '
6 =L =1L 2 , Poo‘t‘: =—BE- =E O-C’n , {15.26)
ox ot du e
- dx
geir €1
P
L 7 A0
ity S’/// of+7f,70:7x
So R 577
-t
; P'// Gf
pzZn
x sl x x+§’xt} x+ dx+fefde
Fig. 15.5

de unde, in virtutea ecuatici undelor (15.20), rezullii viteza undelor longi-
tudinale in bari (indicele lui pg de obicei se omite in rezultatul final) :

¢ = V—E (formula Tui Né\\'ton). (15.27)
e

MO RNy



Pentru mediu elastic 11emd1n‘1|11t conferm Iui (15.24), viteza undelor

longitudinale va fi:

Cl — —_ ==
P

Ca ordin de mirime :

fz(i —u)
(T +w(1—2u)p

> (6 & L16e). (15.28)

V21 100 N 1005 5 45100 mys,

m> m?

15.5.2. VITEZA UNDELOR TRANSVERSALE
Pentru undele {ransversale forla rezultantd asupra elementului de masi dm
csle transversald pe divectia propagirii, fiind datid de efortul elastic tan-
. . _— o : 7R -
geniial datorit fort_'ecum (lunecirii) ;. drFf =f+ dr dS (fig. 15.6). Secriind

legea fundamentali a mecanicii pentru elementul de masi dm obtinem aualor‘
lui (15.25) -

12£ a ":P bt g 3w
P =y =62, p T2 = G2, (15.20)
or* éw éx or da?
de unde vileza undclo: Uaus\ e15'11e
c, MV V < ¢ (G.< L), (15.30}
D
04 F, ¢, 20062¢,
unde G este modulul de [orfecare (sau lunecare).
o x
--Z/x,t]l4 ? g+ c}—Z*c:i'.vc
7,
T Trydx e
Sixt] .} N
Plx]  Qix+dy; x
¥ig. 15.6
Raportul vil;ez_elor"jn mediul claétié ﬁcmﬁfgiuii‘ este. ‘ - .
¢ 2(1 —
+ = V A=w (15.31)
€; 1— 2:1. o .

T

Pentrn p=10,3, rezulld (';/c,=\/§3 == 1,87, Accasti deosebire in vitezele
de propagare a celor douit tipuri de unde este folositil in seismologic pentru
determinarea pozitiei epicentrului cutremurelor. Intii sosesle unda longitu-
dinali care apare ca o vibratie (trepidalic) a podelei (fig. 15.7), apoi dupd un
anumit timp (citeva zeci de secunde) sosesle unda transversaldi care apare
ca o vibralie sau oseilatie orizontald (leginare).

Fig. 15.7

Viteze suncinlul in solide

E—'\ e Cocef. c;. o c

N Yol Poisson, mfs i I

[10“’ I—“r;-l [grem?] ip. [2(fo(]3 [m/s] Imys]
Alami. - 80 | 8487 0,35 3400 . . 4500 | 2100
Aluminiu 7.0 2,70 0,34 - 5240 7 | 6400 3130
Argint - ‘ 7,7 10,5 o 0,37 2 800 3700 1694
Cupru 11,0 8,89 0,34 3 600 . 4 700 -
Fier 21,0 7,86 0,28 5130 5 900 —
Lemn 0,9--1,7 0,7—0,9 — | 3 G600—4 000 — —
Nichel 21,0 8.3 0,30 4 900 -~ -
Otel 2ap—22 7.8 0,28 5 100 G 000 -
Platinid 17,0 . 21,45 0,39 -2 800 3 960 —
Sticli (erown) 6,0 2,0-2,8 0,25 5 GOO 5700 3 300
Zine 8,0 7.1 0,23 3 800 4 170 —

Valori extreme : Granit ' 6 000

Cauciuc vuleanizat (0°C) 54 m/s.

15.6. DENSITATEA SI PRESIUNEA FLUIDULUI
IN UNDA SONORA

15.6.1. \r,\P.IM,‘iA DENSI'J‘F\',F 11 -

~ Considerind un cnlmdm dc f]uld de secliune §, in ducclza de plopagale
a undei-plane, analog- barei din fig. 15.5 (sectiunea nu-se schimbi, fie ca flui-
dul este inchis intr-un tub rigid; fie ¢i este un medin nemirginit), pulém



calcula variafia de densifate dateritd prezenlei undei, asL[el (o —- densitalea
fluidului in alsenta undei, fig. 15.8) : .

. L L ‘. . X -9
dm.= g, S dr = pS(d.’cﬂvc—E_ (1;1:)=de::;(1 —I—£~E’~J
=Py = Bp = —p =gy S — (o — po)— R oo
dx dx ’T'L
— oy GE
Be_e—e G5 (15.52)
T o . o e
gt
n a’x+3;dx
‘A Fr 8 gy
d;’)ﬁ ax 5!9()('“ a’m//
4o } R ..p/ —(,D+d‘?d:\’)
Pr/ /e P e
X xedx C xef x+dxfgf§fdx
Fig. 158

unde fun neglijat ullimul termei, deéoarece in general deformatiile sint foarte
mici | -¢ /E”L] €1 sideci|p— p0| —] dp | < g ('lermenu de ordin superior
sint tmtau in ,acustica neliniard®, noi vom trata numaj aproximalia lmmr f.)

Pentru unda pl(ma progresivit (1.) 2), (15, 1())
A 3 H ) .7 b
o QR NN ‘ (15.33)
Po o [ .
Variafia relativd a densitdfii nnui fluid inir-o undd p:ogrcswct esie cgalu
cu raporful dintre wteza pa:t:culelor si vileza umlez

_15.6.2. VARIA’]:IA PRESIUNII

Varialia densitii{ii dii nastere la o variafie a presiunii, Dacdl in absenla
undei densilatea este p, §i presiunca corespunziitoare p,, atunci in prezenia
undei :

o =.5‘  (dp -

p—po=4p :(l) (p — )t ( . )Ap: (15.34)
dp dp Jo

unde lermenii superiori din dezvoltarea Taylor pot fi neglijati, deoarece

Ap si Ap sint mici: | Ap| <€/p,, | Ap | € po.

Deoarece oscilatiile sonore se efectueaza foarte repede si conduclivitatea
termicd a fluidelor este micd (fatad de cea a solidelor), cdldura nu are timp sa
treaci de la un clemént al medinlui la altul, ‘déci trebuie presupus cit’ propa-
garea sunetulai este un'proces abiabafic, adicd {n timpul propagirii sunetului
nn se face schimb de eildurd intre diferitele portiuni ale ‘mediului. Aceasti

ipoteza este confirmati de experients, de aceea in expresia (15.34) variatia
presiunii in raport cu densitatea, 8p/dp, trebuie calculatd in conditiile unui
proces adiahafic :

Ap = p — po = (‘LP) Ao 2_(51!1) 28 (15.35)
- \épJaa- ép Joa 8'3

15.7. VITEZA UNDELOR IN FLUIDE

Aplicind legea fundamentali a mecanicii unui strat infinit de subfire

&
de fluid, supus fortei rezultante dF = - 8p dz-§ (lig. 15.8), avem:

2
dmz—#df———Sapdfc=—R‘(I;L(ap) BE
ot dx 3:1:

unde apla'r se obtine derivind (15.35). Prin urmare,
2% =(3_P % (15.36)
3!2 ap ad 3:1,'2 ‘ T

de unde viteza sunetului fn fluid:

¢ = V(_@) , (15.37)
39 ad -

Atunci (15.35) di _
Ap =c® Ap. (15.38)

Variafiile de presiune Ap = p — p, tn unda sonord sint proporlionale cu
varialiile de densitate Ap = p — p, ale fluidului; consfanta de prqpor{ionali_taie
¢? fiind pdfratul vitezei de propagare a undei.

Reamintindu-ne de modulul de compresiune

{__Vap _ﬂa_f’a_&:ﬁ_ﬂai(_ﬂ)___ﬁi, (15.39)
£ oA

unde K,q este modulul de compresiune adiabaticd, putem serie formula
vitezei astfel : :

¢ = Vl Ky (15.40)
P



Variatia de presiune (15.35) se poate scrie acum astfe] :

Ap =p — py =c*Ap - Czpo% =—Ku % . - (15.41)
dx ox

Variafiile de presiune si' de densitate ale fluidului sint proporfionale intre
ele si sinl maxime acolo unde deformatia mediului este maximd.

Pentru unda pland progresivd neatenuati
Ap = *Ap = Ky = = pott, | (15.42)
: c
adicd variafia de presiune Ap este proporfionald cu viteza parliculelor.

Viteza sunefului in lichide .

¢] [ Koot
- [°q] fmfs] {100 ijﬂ]
api 0 . 1407 . . 2,04
petral - 925 1225 ¢ 1,45
mMercur 20 1451 26,2
alcool etilic 20 1177 ’ 1.3

15.8. VITEZA UNDELOR iIN GAZE

15.8.1, VITEZA SUNETULUI

Inifial, Newton a presupus ci procesul de propagare a sunetului in gaze
este un proces izoterm, care se produce la temperatura gazului, Atunci, folo-
sind ecuatia Boyle-Mariotte a transformérii izoterme, oblinem usor modului
I{izut : :

pV =const, Inp +In V =1n const, g-‘P——|—-(l‘;-f =0,
‘ . b

d. . . . :
(-“1-)-') = — "E*', Kizotm_v('{'iﬁ) =P (15.43)
av; izt v dV Jizot

Modulul de compreszbzlzta[e izotermd .al gazelor esfe egal cu presiunca
gazuluvi

. Viteza sunetuIm ar fi atunci ¢ ﬂ\/p/p Experienta insd infirmi categoric
aceastd formula. Laplace a dat o explicalie corectd, considerind ci procesul
de propagare a sunetului este adiabalic si nu izoterm.

Folosind ecuatia transformirii adiabatice a lui Poisson

pVY =const, v = C,{Cy = c,le,, (15.44)

unde y este exponentul adiabatic, egal cu raportul céldurilor molare sau spe-
cifice 1a presiune si volum constant (y > 1; pentru gaze biatomice y = 1,40),
putem calcula mcdulul adiabatic Kgq:

Inp+yinV =Inconst, 2 4y ¥ o, (15.45)
. p 14
dp P
Py Pk, =vp =vKimt (15.46)
(dV)nd Y v ad =YD = Y Mzotr

deci viteza sunetului in gaze ideale este (omitem indicele zero la p, i p, in
rezultatel final) :

. VY 2 =VY RT _ ., JTT%0 (15.47)
P o : .

unde am folosit ecuatia de stare a gazelor perfecte: _ '

pv =R, o =2L%, (15.48)
o TR
w — masa molarid (kg/kmol), R =8314,3 J/kmol-K — constanta gazelor
perfecte, « = ! K-t — coeficientul de dilatare izobari sau coeficientul
273,15

termic al presiunii (izocor).
Viteza sunetului in gaze creste deci ‘cu temperatura §i nu depinde de presiune.
In aer, Ia 20°C, ¢ = 340 m/s, iar in apd la 20°C, ¢ =1 480 m/s.

| Viteza sunefulul tn gaze (m/s, 0°C)

aer {uscat) ) 331,46 ~ NH, - 415
GO, 260 N, : 333,64
H, 1286 GH, 430
0, 315

15.8.2, VARIATIILE DE PRESIUNE. 51 DE DENSITATE

' . ' N 3.4 dp . m
Din (15.45) rezult® pentru varialii mici |— = ——=, cici p = ——1:
_ \% p ‘ V.
or =y Ae (15.49)
. Po Po
si in particular pentru o undd progresivd :
Ap_ Re_ ., ¥ (15.50)
Po fo c



15.8.3. VITEZA SUNETULUI SI VITEZA TERMICA

Reamintindu-ne de vifeza pdlraticd medie (viteza lermicd) UT a moleculelor
unui gaz :

vr =/ Ty = R [ELT (15.51)
b

putem serie pentru viteza sunetului in gaze :

VY—' T <o, c>:/——1_ o =0580r, | (15.52)
3

0,58 Up < € < 0,75 Vo

Pentru gaze monoatomice ¥ =5/3, deci ¢ = 0,75 vy ; pentru gaze biato-
mice (aer) v =7/5, deci ¢ =0,68 vy ; pentru gaze poliatomice ¢ se aprople
de 0,6 vp.

15.9. DENSITATEA DE ENERGIE A UNDEI

FEnergia cinetici a paerulelor care oscileaza raportata la unitatea de vo:
dm »* -1

av, 2 27
Am calculat in capitolul 12 energia elasticd de deformare pe unltate': de
volum (nedeformat) :.

w, =%Eez (bard); 1w, — —2%(!51_))2 (Fluid).

Tinind seama de expresia vitezei undei elastice ¢® = E/p, (15.27) sau ¢* =
—Kaalpo (15.40), de expresia deformatlm € —mylc (15.16) si a variatiei
de presiune Ap = pyev (15.42) in unda progresivd, energia elasticd (poten-
tiald) de deformare pe unitatea de volum devine:

1

1 .
wy =-§' E¢® = -59002 =W, wp=2K
- ad

(Apy* =-;— pov® = We,

(15.53)

deci coincide cu energia cineticii a unititii de volum. Prin urmare, energia
cinetici §i cea potenpala a undei plane progresive variazid in concordan{d
de fazd, spre deosebire de cazul oseilatorului armonic 1nd1v1dual .Energia
totald pe unitatea de volum va fi atuneci :

aw . 1
—w = po? =——— (Ap)Z. (15.54)
av, pe pocz( 2

In cazul undei plane monocromatice :

1
w = pyA%w? sin® (of — kz), <wd =5 pew’AZ, (15.55)

Densilatea de energic « undei esle proporfionald.cu pdtralul empliiudinii
de osctlalie a purticulelor si cu pdiratol frecvenfei (si cu densitatea mediului).
Ca ordin de mirime, pentru sunctele obignuite in act:

i LR 1 ’ PR
w3 = pollw® ~ — _1’3 kg (10 mt ARt 108 s = 2,510 —
2 2 m?

15.10. FLUXUL DE ENERGIE.
INTENSITATEA SUNETULUI

Propagindu-se, unda sonord pune in miﬁcalc oscilalorie noi 31 nol parti-
cule ; n fat'1 {rontului de undi mediul este in 1ep’1us, in timp ce in spatele
fxontu!m de undé particulele me- -
divlui  oscileazii; prin urmare
unda Iransporld energie. Acest

X . = -
1’1‘:1:151)01'tn (trqnsfcr) de cnergie o a ' ) _ -
nu este insofit de un transport
de substantd, deoarece particu- ' -

lele mediului executd in timpul
propagirii undei numai oscilafii
in jurul pozitiilor for de echilibru, - _ Fig. 15.9

15.10.1."FLUXUL DE ENERGIE

Sa calcwldm canlitaten de energie transportalii de unda progresivd in-
tr-un timp df printr-un element de suprafata dS; asezal perpendicular pe
directia de propagare a undei. Dup# trecerea timpului df vor fi excitate in
fata clementului dS, toate particulele cuprinse intr-un cilindru cu baza dS,
si fndltimsa cdf (fig. 15.9); prin urmare :

AW = wdS, cdf=mwd S¢dt.

- Fluxul de encegie reprezinid energia care {rece prinlr-o suprafald oarecare
dald in unilaiea de timp (se misoard in J/s = W)..
IFluxul de energie elementar prin suprafata elementard dS va fi deci

d‘@z¥=w—gd§ =?d§, i‘):w?, I (15.56)
Lt f P

de unde dénsitaled fluwlw de energie, adicd fluxul’ de ene: gic p[m mutalea
de arie asezald perpendicular pe direclia de p1opaga:c

r LI
= d“. c=m 00 = potd? = (&p) 1 = we, [i] = W,_J . (15.57)
did Sy PoC m¥



15.10.2, INTENSITATEA SUNETULUI

Valoarea medie « densitiéii fluzului de energic se numeste intensitaten su-
netului (sau a undef) :

(4 o 1 o -
PGy = poc (%) == poctdy = — APy =—(Ap)%,  (15.58)
Pat PeC

[I] =1 W/m? in 8],

unde am introdus valorile efective :

ol TS, (DDl B B (15.59)
Vom muwmi presiube sepord valoarea efec!wu a varialiei de presiune:
d”(.&p),[ A\/<(AP > P --Pom)vl'- (]560)
Atunci inlensitalea sunetului :
I — PoC“e: _P_s = psles (Ps == POCUUI)- (15.6]}
Pat

In cazul vudei plane monoeromalice :

i 1 i e
2 2 __ 2 ¥ e
I #: Poled 247 = Poltpas = Pullar = —— (Ap)nm:v == ) (13.62)
E/a 2906 PUC
Infensilulea sunetului este proporlionald cu pdfratul valorii efective « vitezei
de oscilalie ¢ particulelor sau cu- pdlreful presiunii sonore.

Ca ordin de mirime pentru sunetele obisnuile :

= e ~ 2,5-107 s -340—.,——8 21073 W/ m?,
m3 s

Ao - 1_’33':-{ 340 2 .10 m- 210871 = 2 N/m®,

Pomm T 2w s

15.11. ANALOGIA ACUSTICO-ELECTRICA

Prin analogic cu mirimile caracteristice curentului alternativ, produsul
pe¢ = R, se numeste rezisten{d. (mwcl(mta} acuslicid (in kg/m*- s = N-s/m?).
Viteza particulelor v covespunde intensitilii momentane i a curenlului, iar
variatia de presiune Ap corespunde tensiunii alternative u. Intensitatea
sunetului [ cmespunde puterii (medi) P a curentului alternativ.

Penlru 2er in conditii normate :

Ry = pot = 358 534 M _ 428 Nesjme,
m'~‘ 5

-Analogia acuslico-cleciricd

Mirimi acustice Mirimi clectrice
viteza p, [m/s] intensitatea curentului i, [A]
variatia de presiunc Ap, [N/m¢] tensiunea u, [V]

presiunga sonotd p,, [N/jm? tensiunea efectiva U, [V]

N5
rezistenla acustici Iy = p,,c,[ ] rezistenta I, [Q]

m3
Ap =pe-p = 0 i = I
Pe=2 0oV = Ryl : U= RI
intensitatea sunetului I, [Wfm:] puterea P, [W]
1= Poﬂv§:=£-2’—=p.vn . P= Rt = U ur
goC ) R

15.12. UNDA SFERICA

In cazul undelor sferice (in mediu lipsit de absorbtic) fluxul de energie
prin orice suprafalii sfericii (de orice razd) cu centrul in sursii este constant,
egal cu puterca sursei :

(O = (densitatea fluxviui)-(aria sferei) = const,
de undc densitatea fluxului de energie trebuie si fic invers proportionalad
cu aria sferei deei cu plitratul distantei pina la sursi. Prin urmare, in cazul
itndei sonore sfcnce,'mie.rmlatea sunefulm varmza invers pmporhonal cu, pé-
fraful dzs[(miu pind la sursd. Co :

- Cum (IL!ISIt"lLE“’l Hu\ulux de. enelgle a_undei monocromatlce cste propor-
tmnala cu pédiraful amplitudinii, rezultd. ¢ amplitudinea undei sferice mono-
cromatice Lrebuic'sé fie invers propertionald cu distantd pina la centrul un-
delor sfeuce ‘Rezulti ci elongw(ule p'lrtlculelor in nnd'\ sfericd progleswa
monocromdhca sint ;

g 1) =2 cos(ol — k). | - (15.63)
oo | ‘

unde 7 este distanta pind la sursa undelor sferice.

15 13 UNDA DE SOC o s

Daca ui corp (glonl, avion supersonic, chiar o nava pe supmi'at'\ apei)
se depldseam intr-un fluid cw vitezi mai mare decit viteza undelor (sune-
tului), atunei apare asa-numita undi de soc. .



In adevir, dacdi la un moment dat corpul se afld in punctul A (fig. 15.10),
dupa irecerea ‘umpulul {, corpul se deplaseazd in punctul IZ cu AR — pf,
iar frontul undei emise in A va avea raza AC = ¢l < vf. Froninl undei va
avea forma unui ¢an cu virlul In corp §i semideschiderea «, dald de

SN = ¢f0. - - : (13.64)

Fig, 15.10

Virlul undei de soc (virfel connlui) se deplaseazd cu vileza v a corpului,
iar suprafala lalerald a conului $é deplascazi pc direciia normald la genera-
toarcn comllu] o \‘lv/a € <L

coenlf
R o

15.14; INTERI‘ERLNTA

Dflm In mﬂdlu c\lsla mai mullc surse. de oscxhtn, atunu in mediu se.pro-
pagid maf mu!tc procese onduiaLom -si.particulele. medivlui-sint solicitale
simultan 1a ‘mai multe miseari oscilatorii. Dupi cum arati experienia, elan-
gatia rezultantd a par ticulei se compune veclorial din Lil(m ratiile ploduso
separal i “indepénden! de Fiecare oscildlie.Acestn este prmupzu}' Suprapunerii
(superpoulle[) undelor, adiciica suprapunerii mdcpendenle a proceselori ondu-
latorii sau oscilatorii. Doud unde.,tree una.prin cealaltd® firi-a sc. pertarba
reciproc. })lmc:plul suprapunerii. este o cousecmia malematici 4 {inierildfii
ecuatiilor ‘difer¢niiale care descrin’ pmcesele ‘ondulatorii (suma ma: mul Lor
solutu ale cenaliilor liniare este de asemenea o solune) Desigur, ecusliile
diferentiale liniare 1cp1Lzmh1 doar o prlma 'lpwmmme a plou‘sglm din
mediile reale. e :

Fenomenal suprapunerii undelor, cu intiirirea sau slabirea reciprocd a
oscilatiilor, s¢ numeste inferferenfa.:undelor. -~ ...

Interes deosebit il prezinta cazul a doui surse caré osu]oam cu aceeusi
frecoenfit si au diferenta de fazii a oscilatiilor constantd; astfel de surse se
numesc coerenfe. In acest caz, tabloul de iuterferentd esté stalionar, ampll-
tudinile oscilatiilor in diferite puncte sint constante in timp.

Fie douidl surse cocrenle S,,, care oscileazii fn fazd si un puiet P siluat
la distaniele ry,. de surse (fig. 153.11).Flongatiilé &,,, ploduse de flccme unta
si_presupuse pe aceeasi direcfic se adund, alunci, algebric:.. . .-

=E b By o= A cos(wl — kry) 4 As cos{ef — ke "([‘5.(‘}5)

g
i

Analog calculului de la § 14.3, amplitudinea rezultanti va fj:
A = AT AT 0N A cos k(re — 1. ¢ - (15.66)

Marimea amplitudinii rezultante depinde de diferenta de ford Ao =
= k{r, — ry) sau de dxfetenla de drum Ar = r, — r; a celor dovh oseilalii

1l

v

. Fig.,.15.11 ...

- Loty

,;,f: L A RN
care se supmpun Amphiudm(a rezultantd este meximi cf 1'(1 diferentia de
drum sesteun mulliplu cinbreg - de lungimi:de undd sau un mulllplu par
de, qemmndc . (adicd . de _]umd‘i‘lll de lungime de undi) : o

X . R P '_

A=A4,+ A, ry—r =nk =2n P intreg, {15.G7)

si mmlma, cind dxfmenla de drum esle ub mui‘n}ln imparide seminnde :
i S s

| Al — A., i, 2 ——-.:rl —()n + ])—'- n — mtretf T (1 68)

Dac.a ampllLudmlle componenig qml eqalc mlmmcle se, rcdvc ln 7ero, ;
. Fenomenal . de; interfereniii este [mmos Hustrat, do uude]v de suplafalé
care se formeaza pe api la aruncarea simullani a doud pietric cle, Ia o anumita

distanti intre ecle,

15.15. UNDELE STATIONARE

Un caz interesant de interferen(d este suprapunerci undei incidente cu
unda reflectats pe aceeasi directie Ox. Tn general unda refleclata va i defa-
zatd faldi de cea incidenti cu un anumit unghi 3,. dcpendent de conditiile
fizice ale reflexiei, si'va avea amplitudinea mai mici, deoarcce o parte din
unda incidentd este transmisit mai departe in mediul al doilea. Considerind
pentru simplificare amylitudini egale, elongatia rezultanti va fi: :

E(x, f) = A ('cs;'(cot — ka)y 4 A cos (ol + kz 4+ BY ==
=24 cos (]1, -~ E)-cos( ol + —{%— )
2 2

v



sau cu ajutorul reprezentiirii complexe :

_E-(.'L‘, H = Aes(mz_ié) 4 AcHEliEet) — 4 gat+p/2) (o -ibelB/2)

4 elF=HBy o 24 cos( kv A~ —B-)e‘("’“‘ﬂf 2
: 2

sau elongatia realii :

Elx, 1) =24 cos(kx A}AE -cos| of +£ = A’ (;os wt +—B— - (15.69)

2 2 2 )

Se obtine astfel o undd stafionard (fig. 15.12). Pentru unda stafionari este
c_aracteristica”l separarea fazel ewt—Kkr de la unda progresivd intr-un factor
sinusoidal spatial si unul sinusoidal temporal. Fiecare particuld oscileazi
armonic, sinusoidal, conform factorului temporal cos{wf -+ 8f2), dar cu
amplitudinea A’ variabild de la punct la punct, conform factorului spatial
A" =2A cos(kx - B/2), spre deosebire de unda progresivii (plani neatenuati)
in care particulele oscileazd cu aceeasi amplitudine.

In punctele pentru care cos( ke 4~ —g—) = 41 am)litudinea este maximi,
amplitudinea este nul#, particulele de acolo sint permanent in repaus (noduri).

Distanta dintre doudi venlre sau doufi noduri succesive este datd de
conditia :

egali cu 24 (ventre sau umfliituri). In punctele pentru care cos (km + g ) =0

Ap =kAz ==, Az =1r[2. | (15.70)

In fig. 15.12 sint veprezentate elongatiile particulelor in cinei momente
succesive, la un interval 7/8; in momentul 3 din figurd teate particulele
trec simultan prin pozitiile lor de echilibru. .

Particulele situate intre doudl neduri veciné (succesive) oscileazii toate
in fazd : toate se depirteazit sau se apropie de 'poii;iile lor ‘de echilibru, trec
simuttan prin pozitiile de echilibry si simultan isi zi‘ti_ng'elonga'i,‘iile maxime

ASZ
24 ‘ L

Tig, 15.12

(amplitudinile). La traversarea unvi ncd laza cscilaliilor se schimbid cu
(amplitudinea schimb# semnul), spre decsebire de unda progresiva in care
faza variazd in mcd continuu de la penct 1a punct,
Penlru deformafia relativd in unda sialionard avem:
[al

e(sau v) =%5°- — —2kA sin (kz + B/2) cos (ol -+ B/2),  (15.71)
&£

adici amplitudinea deformefiei esie maximd in neduri si nuld in ventre.

De exemply, in unda stationari longitudinali comprimirile gi rarelierile
au amplitudinea maximi in noduri. Anume, de o parte si alta a unui nod
particulele se miscd in sensuri opuse, pe cind inlr-un ventru particulele se
migcll in acelasi sens.

Variafia densifilii si presiunii ipir-un fluid intr-o undd stafionard lon-
gitudinald are amplitudine meximd fof in neduri :

Ap = — po—:-;é =2 kAgysin (kx4 B/2) cos (wf -+ B[2), Ap=—c*Ap. (15.72)
x

Pe suprafata pe care se produce reflexia se {ermeazi un nod, daci me-
diul pe care se reflectd unda este mai dens decit mediul in care se propagi
unda. In acest caz, unda isi schimbi prin reflexic faza eu B = =, astfel incit
elongatia isi schimba semnul §i prin compunere eu clongatia incidenti rezultd
un nod, altfel spus, unda pierde prin reflexic o jumitate de lungime de unda
7/2 (corespunziiter defazdrfi cu B = =).

in cazul reflexici pe un mediu mai putin dens, faza vndei nu se schimbi
prin reflexic, astfel - incit elongatiile se adund si se chiime un venlru e
suprafala de separatie. - ‘

Dacii unda reflecialii are amplitudine mai micad decft unda incidentd,
A, < A, rezulld o suprapunerc de undii progresivii si undi stalionard, in
ventre amplitudinea este maximid A -+ A, iar in ,nodurt® este minimi
A— A, ’ ' :

15.16. PRINCIPIUL LUI HUYGENS.
DIFRACTIA UNDELOR

Daci in drumul undei se allii un obstacol de dimensiuni compaerabile cu
lungimee de undd sau un paravan cu un oriliciu (sau fantd), se observi
fenomenul de ocolire a obstacolului de cdire undd sau de curbare d razelor (care
sint perpendicutare pe frontul de und#d) (fig. 15.13). Acesta esle fenomennul
de difractic a undelor, care imprevnd cu interferenta, reprezintd doud’ feno-
mene tipic ondulalorii.. . - o

Constructia frontului de undd si a razelor se poate face cu ajutorul prin-
cipiului lui Huygens (16£0) - : a

Fiecare punct al mediului ld care « ajuns frontul de undd conslifuic .o noud
sursd de oscilafii care se propagd inainle. Infasurdtoarea [uturor aces{or suprafefe
de undd clementure d& noul froni de undd.

Dou# orificii mici (sau fante inguste) Intr-un ecran, atinse de frontul
de undi, coustiluic doudi surse coerenfe de escilatii, astfel incit in spatele
ecranului se obtine un fableu de difraclic si interferenia (Themas Young,
1302). ' ’



Undele sonore (cu frecventele va20 + 20 000 Hz) au inacr (c =340 m/s)
lungimile de undid A ~ 2 cm + 20 m, de aceea pentru undele sonore fenomenul
de dlflactle se observii foarte usor penhu obsLacoic o‘ommute ferestre des-
chise, vehicule etc, - -
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. Fig.. 1513

Astfel, stind in camer#, chiar Ia un etaj superior, auzim usor sunetele
de pe stradi, care pitrund prin [ereastra deschisi. La fel auzim VOrhlrea nnui
om aflat in spatele unui autobuz sau unui gard inalt. \ :

15.17. REFLEXIA SI REFRACTIA UNDELOR

Undza incidentid pe suprafata de sepam;;e a doud medii suferd parial
o reflexie. si pmlla. 0 tefmche

15.17.1. REFLEXIA UNDELOR

TFie o und"L plarm cu supramlq de unda AB care 'sjunge la suprafata de
separatie (fig. 15, 14) Unda care 'se propagi.din punctul B .ajunge dupa’un
anumit timp ¢ in B, parcurgind:distanta ¢t = BB" =:AB sin a,. In acelasi
timp unda reflectati din punctnl A ajunge in A’, parcurgind o’ dlst'mta
egald s oif = AA" = AB'sineg, de unde rezultd Oy = Gy .

Unghiul de reflexie esie cqal cu unghiul de incidenid.

Vectorn de unda mc;denL Ll s IefchL'Lt I‘l, sinL egali fn modul :

k= =—c3"-‘:?~‘1‘, -ﬁ'(?c-;-=x;>,‘~'--- (1o73>

ks i v,

1ar p101ecLu'e lm pe, pl'mul de separatle amt eqale

kysineg, = I‘l sinzy, (ky =4k, o0y = ¢1) (15.74)

Introducind versorul normalei n la suprafata de separatie, putem scrie vee-
torlal

By X n =1} X n, ‘ (15.75)
ceeca ce mg] obeazi si ploprletatea cd rara incidentd 111 si cea reflectald 1\1 sint
in acelasz plan cu normala .

15.17.2. REFRACTIA UNDELOR

In timp ce unda din B ajunge in B’ unda refracfatd din punctul A se pro-
pagi in ace]asl timp in celalalt mediu in A", parcurgind distanfac,d = AA"
= AB"'sin a,, de unde rezulti legea refracliel :

sin e ¢ sin ¢ sin « sine o
— =1, L 2:...=—-=const, (13.76)
C

sin K Co Cy "€y

Din  legea relractliei rezulld egalilatca ccmpouente]or langenfiale (la
suprafat;a de separaiie} ale vectonlor de und# :

ysinoy =l sing, =k sin « = const (15.77'_)

astfel incit ambele legi a reflexiei si a 1ef1aci,101 se pot scrie sub forma
vectoriala :

fc’l % 1 —-]T' X n _1?, X 1?, I:')x n = const, (15.78)
'(i.1 — wles _1\1, ke = @fes), ' '

unde o este Versmul ner malel la suprafata de sepalatxe

)
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Fig. 15.14 o



Dacit ¢, < ¢, din (15.76) rezulti oy < «,, adicd raza deviezd (oldeauna

spre regiunca de vifezd de propagare mal mied.

.De exemplu, in gaze. viteza sunctului cresle cu temperatura. Vara, la
amiazd, pAmintnl este infierbintat i temperatura aerului scade cu indltimea,
atunci razcle sonore deviazii in sus §i audibilitatea este sciizut#. Seara, pa-
mintul se rdceste si apare o crestere a temperaturii aerdlui de la sol in sus,
razele sonore deviazd in jos si audibilitatea este mai-buni. :

15.17.3. REFLEXIA TOTALA

Daci unda vine dintr-un medin cu viteza ¢; mai mici decit viteza ¢,
din celdlalt mediu, se poate produce pe suprafata de separatie reflexia fotald:
raza refractatd dispare. Pentru aceasta unghiul de inciden{d «, trebuic si fie
mai mare decit unghiul limitd dat de conditia :

Toy =wf2, siney, =afe <1 - (15.79)

In realitate, chiar in cazul reflexiei totale, unda pitrunde si dincolo de
suprafata de separatie, in mediul 2, dar este rapid atenpatd. Dacd insid mediul
2 este foarte ingust, urmat din nou de mediul 1, atunei o parte din unda se va
propaga in medinl 2 (,efect.tunel®). o '

15.17.4. PRINCIPIUL 1UI FERMAT

Legile reflexici si refractiei se pot obtine din 'condi;ia ca timpul de pro-
pagare a undei de-a lungul razei reale si fie minim (principiul lui Fermaf).
In adevir, pentru reflexie avem constructia simpld din fig. 15.13; iar pentru
refractie, din fig. 15.16 rezultd conditia pentru timpul de propagare :

d; +- ds '

€, COS&;  Cop COS g

1=

=min si d; tga, 4 d, tg . =d.

B

8

A
. ; v c
R ’
a1 o
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¢ o C
’ i ST
. . d |
(R
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gBJ
Fig. 15.15 T Tig. 15.16

Diferentiind ecuatiile :
dy sin e, d, sin d d
QAT oy f e dey, =03 ——— doy o ———day =0,
2 2 & Pl 2
¢y cos® oy €, COS” o cosboy €os” s

trecind al doilea termen in dreapta si impé#rlind ecuatiile objinute membru
la membru, obtinem legea relraciiei (15.76). _

Consideratiilc .de mai sus stau Ia baza unor principii foarte generale si
importante in fizicd : principiile variafionale (al minimei acltuni) Lagrange,
Hamilton.

15.18. EFECTUL DOPPLER

Efectul Doppler constii in variafia frecvenfei inregistrate de un receptor ¢
atunci cind sursa S sau receptorul R se apropie san se depérteazdl unul fala
de celilalt. Nu intervin in-acest efect decit componentele longitudinale ale
vitezelor pe direclia sursi-receptor si nu cele transversale pe aceastd directie,

Fenomenul se explic prin faptul ¢ii unda care se propagi in mediu apare
extinsii sau comprimati dupl cum se misci sursa sau receptorul fatd de mediu.
De exemplu, daci receptorul se deplaseazi in intimpinarea undei, el va inre-
gistra o frecventii maj mare, iar dacil se indepirteazd — o frecventd mai micil.
Astiel, o barcii ce vine in intimpinarea valurilor sau fuge din fata valurilor,
va fi lovita de valuri cu o frecventi mariti, respectiv micsoraté, fajit de cazul
cind ar sta pe loc sau s-ar deplasa paralel cu valurile. '

Vitezele se considerd prin conventie pozitive atunci cind sursa sau recep-
torul se apropie intre ele. ' '

- Daed primul -maxim al elongatiei, emis de sursii in pozitia S, fig. 156.17,
ajunge la receptor in pozitia R dupi timpul ; = SR/c, atunci al doilea maxim
va fi emis de sursi dupi timpul 7 =1]v in pozitia §’, cu §S" =v,T, si va
ajunge la receptor in pozifia R’, dupd timpul t, = §'R’/c sau la momentul
T + 1, socotit dela emiterea primulni maxim. Dar diferen{a de timp (T -+ £} —
— ¢, dintre sosirile celor doui maxime succesive ale elongafiei, Inregistrale
de receptor, este tocmai perioada inregistratd T¥ =1/ vi,deci T+t —1 =T
si RR' =u,T'. Din figurd rezultd: :

v, T+ 0, T ==ty — by =¢(T — T'),

. c—uv crv
=T fgau v =v + .. (15.80)
¢ v, c— U,
.t
cty
Fig. 1517

Aceasta este formula efectului Doppler.

Daci sursa sau receptorul se apropie unul de celilalt (v, > 0 san v, > 0)
frecventa inregistratd v’ va fi maij inalti decit frecventa v in cazul repausului.
Daci sursa sau receptorul se depirteazit unul de celilalt (v, < 0 sau v, < 0)
frecvenia inregistrati va Ii mai coboritd. Efectul nu este simetric fatd de



vitezele sursei si receptorului, fiindeid depinde separaf si in-mod diferit:de:viteza
sursei fald de mediu si de viteza receptorului feld de mediu si nu de vifeza
relafivi a unuia. fald de celilalt. Pentru viteze mici fatd de viteza sunetului,
efectul dépinde, in primd ar)fu"eunanc ‘de viteza relativii:

.

sv‘N v(l i fc). SUTIN - (15, 8-1)

Esle usor. de observat cfecLul de cxemplu, la trecereﬂ unu; tren I"ipld
pllﬂtl o gard daci trenul fluierd, CER Ia trecerea’ prin faga, nnastr'l a unei
magiii sau motocicleic care claxoneazi. Variatid télativi dé flecvénra va f1
in acest caz :

foeo - [

A‘ 2’ & &
LR YO (15.82)

e B Y . s
v ¢t — 2 e

Existi un. efeet dll'll(}!.{ i in caznl undelor electromagnetice (Doppler—
Fizeau), dar este simelric in cele doud vileze (depinde de viteza'relativii sursi-
receptor). De asemenea, existd 1a undele CICC'LIOH’IQ“HLUCE $1 un efch Doppler
transversal (mult mai stab).

el T gl

AR

15.19. DISPERSIA. VITEZA DE GRUP 'f BRI

D(tul wlc/,a de pmpag{ue a und’ez (w!cm de faza) deoznde de lungimea a‘e
undd sau de frecventd, © =c{v), se opbserud fanomenul de dispersie : unflele.de
diferile ifrecvenie (sau lunjmu de undd) se propaqa cu-vileze diferife. -

0 undi sinusoidald, infinitd in spaliu i timp, cu amDhLuuule constanta
nwe poartii nici-orinformatie. Numai semudalele, ma;glmte Anspatin si- txmp,
formate-dintr- un grig (pachci) de unde cu fracvente o apropiate intre ele "§i

Vectou de unda L, apropi fati‘intre e, poa"‘td o anuinitd informatie (de e\emnlu
0 smusmda mturuptd intr-un atumit ritm); Daterita interferentei unde]or
compcne‘lbe semnalul este mm‘rmul, i 5pahu si' timp. .Maumuf amphtudinn
fezultante, deci:si. al’ densuatn de eniergie (palrahca‘ in’ amplitudine) se va
propaga (,u 0 vibezii; numitd pifezd de” qrup Uy, (hf | ta m oenﬂlal de vueza
undelor componeate. R

L L W

1519.1, CAZUL, A DOUA UNDE

5S4 considarim la .inceput pentra simplificare doud unde de {recvenfe
ty e si numercle de undi k,, care se propagd in sensul axei Ox. Maximul
ampl:tudmu vezultante se va gisila momentul tu in punctul z, in care fazele

coineid (sau diferd prin- ‘n—c) i, -
i

oL hyly — R — ko
sau o
Ap = ‘Po — @y = (G Lth)fo - (kz — k), =0, , ST

+ di punctul
; )'__m care faze'le de asem nea cmncxd’

dg ] m‘l\.]m.l amphtudme s¢ va ﬂa31

fi momnntul urmator 1y
depIasat in 1:0 —E— d"a (d:r,'

Tinind secama de prima. conditie, rezultd
(023 — @) df — (ks — I\l) de =0

de unde aneza de grup

e : ug_‘d:z: L W O Am | C ‘(15_j83)
d! by — Iy Ak

15 19 2 CAZUL UNUL GRUP DE UNDE

Fie acum un grup de unde cu - fiecventele intr-un interva 1 mic Aw 5i vec-
Lorii de unda i mtr un 1nte1v11 trld;mensmml mic A“k l\hxlmul amplitu-
dmu sau al densxtaLn de enprdle (centrul drupulul) se va gisi la momcntul t

in puncLul r€| unde fazele ¢ = of— ir ale- oscilafiilor componente. coincid
(sau diferd prin mirimi mici de ordin supeum), astfel incit interferenta lor
este constructivi si nu destructivi. Aceasta inseamni eil in punctul de maxima
amplitudine (cenLrul de enerlf.e) '1L Uruplllm (pacheLuh.:) de unde frebuie si
avem
. - , . X - =
R T S I S .d?s’:_;fddm,_-ro db =00 0
H -3

Tn momentul urmﬁto‘r ty + di, centrul grupului se va gisi deplasat in r, 4

dr, (dr = v dt) unde de asemenea fazclc commd

(ia + dt) (Im — (10 -+ dr) (Ua =0.

Prin urmare, Avem Londma .

o dt (Ico — dr dﬂ = O S'm d{ dr.) — v di dk —0.
Scriind dezv eltat
cw dw TS
ak, + "--dky {»—7— dk, == Py d]\_grarh w " (J\,

ok Oy Ky i

do =

rezultd nned.at v;teza de O‘rup :

-3g$ 3,;‘13 — gradgo. b (15.84)-

L\J

St
S 5

Aceasta este viteza de grup cir care se deplasaam cen-’ru[ de cnergze sau ma:r:zmu[

amplztadmzz gramulm e unde. - SEEERE R R

s

Daca frecy e 11!,'1 ) depmde numq] de Uc| ;'=“k'(mt;'ﬂi;izl'iz’gtr'oybi).'__atuﬁgi
viteza de grup arc valgarea o '

'(15.85)

spre deosebire de viteza de fazd ¢ =-o/k.



Sub altd formi avem (formula lui
Rayleigh) :
=-§2 _d{ck) e die/2)
T Pdk dk dx
F-0 e '
S ! = — A e 5
Y by =C ld)\ {15.86)
oo
oL ' [|1 ' & Daci viteza de fazi ¢ nu depinde
A Ar de lungimea de undi A, adici in ab-

senta dispersiei, viteza de grup v, co-
. incide cu viteza de fazi ¢; forma gru-
pului de unde nu se schimbi in timpul propagirii, pachetul de unde sau sem-
nalul nu se deformeazii. Altfel, in cazul dispersiei, forma semnalului se schim-
bi, datoritd vitezei diferite de propagare a undelor componente. .

Fig. 15,18

© 15.19.3. INTERPRETAREA GEOMETRICA

Se poate da o constructie grafici pentru viteza de grup (fig. 15.18) :
de
0B = AC— DC =c— BDtgz mc—kT =0,
A
Se vede si din constructia grafici, fig. 15.18, cit intervalul de lungimi de
undi (sav de frecvenle) ale grupului de unde irebuie si fie suficient de
mic, penirn ca viteza de grup sk fie bine definité,
In cazul dispersiei normale, cind undele mai lungi se propagid mai re-
pede decit cele scurte (cazul din figurd), dispersia defd) > 0 §i v, <e.

In cazul undelor sonore, viteza de fazi practic nu depinde de frec-
ventd de aceea dispersin sunefelor este neglijabild. ’

15.20. UNDELE DE SUPRAFATA

La suprafata apei (lichidelor) iau nastere binecunoscutele unde de supra-
fatd. Experienta arati c¢ii la amplitudini nu prea mari traiectoriile particulelor
delichid sint circulare, Particulele de la suprafatd descriu cercuri cu razele cele
mai mari, iar cele din profunzime descriu cercuri cu raze din ce in ce mai miei.
De aici rezulld imediat, prin constructie grafici, forma undei de suprafata
(fig. 15.19), care nu este sinusoidald : virfurile (dealurile) sint mult mai ascutite
decit adinciturile (viile). Amplitudinea undei este egalé cu raza cercului de-
scris de particulele de lichid. I *

a) Se poate ariita cil pentru undele foarfe lungi (de exemplu, mareele), cind
A » h, (b~ 100 km), unde h este adineimea apei, averm

¢ =g (15.87)

AN T
@\JW\JW
: —_——
- CNL i
LA HATE

Fig. 15.19

Pentru undele de suprafatd obignuite (h < Ry

————

¢ = 5&—5— 2rg 6 — tensiunea superficiald, (15.88)
2% ph

unde primul termen reprezinta contributia fortelor gravita_tim.lale, iar al dmll:e.a
contributia tensiunii superficiale in restabilirea suprafetei orizontale de echi-

libru a lichidului. L I
b) Pentru undele marine obisnuite predomind primul termen, contributia

fortelor capilare fiind neglijabild :
= E —a L, 15.89)
¢ '_V 2% o (
le exemplu, pentru T =10 s, ¢ =56 km/h, A =156 m. o .
( c) Di?npofrivﬁ, pentru undele cu A € I, (A < 1 cm), predomina al doilea
termen : undele capilare (,increiturile” la suprafata apei) :

¢ = I/ 2nc (15.90)
pA

Viteza (15.88) are un minim cind cele douil viteze (15.89) si (15.90) sint
cgale intre ele: : :

J— —
3 o
Cmin =V—;Lpel'ltrll A =27 ‘I/-EJT]. . (15.91)
Pentru apd (fig. 15.20)::° - : .
o e =0,23 mfs pentru A, =1,70 cm. (15.92)

Undele de suprafajit manifestd net fenomenul de dispersie :
¢ = f(0) (15.88), caracterizat de dispersia dc/d. .
Pentru tndele marine (15.89) : », =¢/2 (dispersia normald), iar pentru

undele capilare (15.90) : vy == 3¢[2 (dispersia anomald). - - - :

" {5.91. ABSORBTIA UNDELOR

. In..precesul  propagarii. undelor are loe totdea.u.na‘p tr'ansforme_}fevjfe;
versibila (disipare) a energiei sonore, ad;qzi a energiei mecanice aDqsm atii *(:5
ordonate ale particulelor, in energia internd a mediclui (céldur). Din aceas 2
cauzdise produce absorbfia sunetului, adich intensitatea undei scade trepta

339
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Fig. 15.20

pe misura propagirii ei. Pe o porliune infinitezimala dx(fig. 15.21)- amplitu-
dinea undei A scade cu o cantitate infinitezimald proportionalit cu portiunea
~de mediu parcursi dz si cu amplitudinea A

i -
1 saw altfel spus, sciiderea relafivd a amplitudinii
L %dx - —dAJA este proporfionali cu grosimea. duv a
- et aes. slratului stribidtut.:. P
- :
Aa _A ] A+ga dd = —nA4 dx, g4 =—udz
[E f— e A !
aa<a
Z (15.93)
M . ,
iz ' u‘n.de % este’ cqr‘zsic_t'ntar’dc aferuare: a amplitudi-
o ,&d nit, [K] =L~ =m™% Prin integrare rezulti?
CFig 15210 T T L A glem, (.15'.94)

unde A, este ampliludinea la & =0 si x este dislanta stribituld de undi.
Prin urmare, amplitudinea scade exponeniial eu distan{a parcursi.

Pe o distanti 8 =1/, numitd lungime de alenuare, amp]itudinea scade
de ¢ = 2,718 ori

Intensitatea undei fiind proporlionaldi cu ampliludinea la pitral, sc va
atenua dupi legea:

I =T, e %% (15.95)
unde 2y este coeficientul de absorblic sonord al mediului. In fluide acest coefi-
cient depinde de viscozitate (frecare internit) si de conductivitatea termici, de
asemenca de frecvenia sunetului'si densitatea mediuiui. De exemplu, la lichide

% ~ v°, iar la solide % ~ v.
Ecuatia undei plane monccromatice, intr-un mediu absorbant devine

acum :
E(x, 1) = Aqe™ cos (wi — ka). "(1D.U8)

In cazul propagirii unui grup de unde (semnal), forma sa la sosire poate
diferi de original, din cauza atenudrii dilerite a undelor componente.

Consfanicle de atenuare » fn 1073 m™!

. Freevenfa v, kHz 1 ' 2 i 4 G ’ 8 10

aer, 20°C - 0,3

Pentru frecvente mari, v ~ 10 Mz, avem penlru apad la 20°C: » =
= 23-107% +%, Pentru'v-~ 10 MHz avem pentru ofel » =5 m~! si peniru
sticlil 5 =2 m™,

PROBLEME

15.1. Eecuatia unel unde soncre in aer c¢ste
E(x, 1) = 1072 cos 2m(340 { — x).

54 se caleuleze 1 a) frecventa, lungimea de undi si viteza de propagare ajsﬁnetului; b} Ampli-
tudinea variatiei relative a densitifil aerului si a presinnii tn unda sonori; ¢} Intensitates
sunetului, stiind densifatea aerulul p.= 1,3 kg/m?> oo : :

B. a) v=2340 Hz A = 1,00 m,Tc = 340 m/s;

) (ﬂ) :2‘5:13,3.10%, {éﬁ) =y [AP.} = 88107
Ps Jm ¢ Pao Jin Pe Jm

©) I‘-—-'—‘E- porwid® = 0.10 W/m?..



15.2. O undi sonard cu Iungimea de undi A = 44,3 cm se propagd In aer aflat in con-
ditii normale (g, = 1,20 kg/a? ¢= 334m/fs). Amplitudinea de vibrafie a particuleler
A= 1,00-10"% m. Si sc caleulese : a) variakia efectivi a densitdfii acrului; h) presinnea
sonori v ¢} intensitatea sunetului.

kg

- A
. a) (Ap) = V2m — p, = 13-1078 b) ps = APy = 14 Njm?;
A

m?

¢) I=p}R, =033 W/m2,

‘Tig. 15.22

15.3. Un avion cu reaclic zboari cu viteza constanti v = 500 m/s Ia altitudinea /i =
= 6,8 kin. Cire este forma frontulul undai da soz produsi de avion 7 La ce-distanti de o
casi se afld avionul in momentul cind gixamourile casel incep si vibreze ? Viteza sunetului
¢ =310 m/s. : o

. Con cu semideschiderea o, sin e = ¢fo (Lig. 15.22),

d = hyje = 10 km.

15.%. 5% se calculeze indicele de refraclie a sunetului Ia suprafata de separatie acr-sticli,
cunoscind densitatea sticlei p = 2 600 kg/m®, modulul de elasticitate E = 7-10 N/m?* §i viteza
sunctului in aer ¢ = 340 m/s. o

B n=¢ Vﬂﬁ = 0.065.

15.5. Stiind viteza ¢ a sunctului in aer la 0°C. s se calculeze timpul de propagare a sune-
twluf 1n aer de la sol pind l1a o iniljime &, daci temperatura variazii linjar pe aceastit distan}d
de la T, la T, dupd legea T == a — by~

i T
R. t,=-——V To are sinVI— )y
: Cy TlL—Ta- ' '.T1

P

15.6. S& se caleuleze densitatoa de encrgle cineticd, potentialid 5i totald medie intr-o unda-

stajionard E{z, ). = A cos {kx - B) cos (&l + &)..

N

R. w, =

XY e

pow?A® cos? (kz + B) sin® (i 4-a).

1w

» = — poea?A? sin? (kx+-f) cos® {wl4a): <> =—.:— pum'A.“.-——,Ac'fSnst.. .

O)

13.7. Un chservator fix ascultd sunetele emise de dovdl diapazoane identice de frcevenld
v = 1 000 Hz, dintre care unul se depiirteazi, iar cclilalt se apreple de chservator ¢cu acecasi
vitezi. Observatorul aude bitdi de frecventi v, = 10 Hz, Care cste vitezn diapazoancior. ducl
viteza sunetului este ¢ = 340 mfs?

R, Br = ¢ vyf2v= 17 mis.

15.8. O sursi de frecventd v = 1,00 kHz s¢ migcdl pe normala la tn perete, cu viteza v =
= 3,4 m/s. Viteza sunctului in aer ¢ = 340 m/s. Un receptor cste ayezat pe acceasi normalé
la peretc: a) intre sursd gi perete S—R—P ; b) In exterior R—5—P; ¢) fixat solidar pe sursé.
Si se calculeze [recventa bitdiler inregistrate de receptor.

2e = 2v Y =20 Hz; ¢) vy=v w2y Y =20 1

R. a)0; b) v, =v
et — ¢ ¢ Fv €

15.9. Pe normala Ia un perete se afli o sursi sonord de frecventd v = 1,00 kHz si un re-
ceptor. Daci perctcle se depirteazd cu viteza v = 1,0 mis ce frecventd a bitiiler Inregistreazi
receptorul 7 (Viteza sunetului ¢ = 340 m/s.)

Y mov=59 Ha

e+ v [
15.10, Pe o axi se afli o sursi de sunete de [recvenid v = 1,00 kHz carc oscileazd de-a

R. Yy = 2y

rad
hungul axei cu frecvenia unghivlard e =34 — si amplitndinea A =10 cm. Ge interval de

L1
frecvenle aude un observator tix situat pe axi ? (Viteza sunctului ¢ = 340 m/s.)

R Av=v Zadle o ‘.'2—&—]-4': 20 Hz,
1 -- {wA]cy ¢

1511 Un tub OA se roteste intr-un plan vertical in jurul unel axe orizontale prin &, cu
viteza unghiulard £ = const. Tn tub se afld o bili grea fixatd prinir-un resort de capitul 0.
La t = O tubul este orizontal, bila in repaus si resortul neintins de lungime x,. Si se afle legea
de miscare a bilei f11i de tub siirecventa de rezonantii, stiind frecventa oscilatiilor likerc « ale
Dhilei pe resort pentrn tubul orizontal fix (se neglijeazi frecirile).

sin eor— 02 1),

Ty ) g i Q
R. L= =———— E_Qﬂ COos (J)E—'Qﬂ'l +'—""""—‘ S11L Qf—
YA ‘ T Vet — 00

: . 1
pentru Q <X w; x = Xt i‘i + —é-xomﬂtﬂ — sin i,
o

w?

pestrn Q = @ ; 0= o/V2
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SISTEME ACUSTICE

. Sistemele. acnstice, sint. sisfemne oscilanie, care genereazi - unde sonore,
precum coarde, membrane,. plici vibrante, tuburi-sonore, sau receptoare de
sunete. Urechea omencasci este un receptor exceptional, el analizeazi sunetul
ca un aparat -spectral; ‘descompunindu-l in- spectrul - oscilatiilor armonice
sinple (spre deoscbire de ochiul omenesc). . e

i -

.. . 161, COARDA VIBRANTA ..

- 16.1.1, VITEZA UNDELOR TRANSVERSALE

Si studiem vibratiile transversale ale unei coarde intinse de o fortd F.
Vom presupune ci oscilaliile tuturor punctelor coardel se produe intr-un
acelasi plan fix, pe care il alegem plan OxF (fig..16.1). Presupunem coarda
elasticd, omogena si absolut Hexibild, adici tensiinea’ F este tangentd la
coardi (Fird forte transversale), adicit cste valabila legea IHooke. Neglijim
forfele de {recare cu mediul exterior $i neglijiim greutalea proprie a eoardei.

Cousiderim numai oscilatiile mici, astfel Inelt coarda deviazi foarte
putin de la linia dreapti Ox. Atunci unghinl « dintre tangenta la coardi si
axa Ox va fi mic: ‘

-;?—-F,(:c, 1) =tga e« sinema coscss I, (16.1)
dx

Si consideriim un segment infinitezimal (elementar) ds de coardd de masi dm.
Deoarece punctele coardei se miscit transversal, nu avem accelerafie si forli
in directia Ox (in cadrul aproximatiilor fAcute), de aceeq :

Fleose’ — Feosa =0, cose’ ~ 1, cosaa & 1 - I I, (16.2)

adicl in primi aproximatie tensiunea este aceeasi de-a lungul coardei (inde-
pendentd de 2). La fel, lungimea arcului ds coincide in primi aproximalie cu

dx, deocarece dr = ds cos ¢ & ds, deci si densitatea ramine aceeagi Jn prima

aproximalie. : - -
Pe directia transversali -Tor{a rezultantd asupra clementului dm este

I D,
C Fisine — Fsinw-m Fla' - @)= l[ﬂ Ele 4 dz, by — —E(w; !)]:
o ot o Gooer, o

‘ _ , _ o . P
: Sl AP ST AN LG de = F 25 dx
= F. %y y, 1y Bl D] =F— (v 0 L=t ’
1 axL(L +dv, ) — E(x. D] P Py

Fig. 16.1

.0}
oy : X o . X

Y P
. e

si conform ecualiei fundamentale a dinamicii

: Y
rZ g cam B sl
a.’b‘a 8{2 Cﬁj"

de unde rezulta écuatia diferentiala a vibratiilor transversale ale coardei
libere, ecuatia binccuncscutd a undelor :

18 _ &% (16.4)
¢t &f ot
. :V_‘L e o =L =1/fi_',7(p, ~8)  (165)
pS f g S o _ . ‘

unde ¢ este deci vifeza undelor transpersale in coardd (g, =p8 — .dennsitatea
liniard _éf_coar.clei). Expresia el -este analoagd vitezel undellel?tst.lce m'tr-un
solid {¢, =\/m, o =\/G/p) sau fatr-un fluid {c ::\/K_mj/\o.), in p;a‘TL},‘C_lliaF
in gaz (¢ ,:'\/wmp—)‘, rolul modulului -.clastic—il--jeac_a\acum._teusmnea _.ela_stu;a o

din coarda.
16.1.2. _EREOVENTELE PRO_I?EII !

Ecua{;ia‘ undelor (16.4) admite ca solutii atit unde p__r'qg;"‘(.as__i_v‘c‘.,l ut ‘.‘)f_i“l}ﬂd(‘.

P e 1
BRI A

S E-,(x,-'rl):J'—sA,cos_(kx + B) eos(et @)t s (16.6)



In adevir, derivatele par{iale sint

a® 4*

oy O

ot ax*

st ele verificd ecualia undelor (16.4). Constaniele A, « 5i 8 se determini din
conditiile initiale si la margine (pe frontiera). .

De exemplu, pentru o coardi fixatd la capitul ¥ =0 trebuie si avem
acolo permanent (0, {) = 0, adici un nod, de aceea

E(x, B) = A sin kx-cos ol (16.8)

Prin alegerea factorului spalial sin kr, conditia pentru capiitul & =0 este

automat verificata,
Dacid si celilalt capit @ =1 este fixal (ned si la acest capat), atunci:

= — K¢, dare = % , (16.7)

El, {) =0, sinkl =0, kl =n=, | =n—, neN,

¢ ..
Vp =N 2= Ry, vy =
.8 97 s 1

(16.9)

Rla

Lungimea corzii cuprinde un numdr inireg de jumdtdli de lungime de undd (de
semiunde).

Frecvenlele v, se numesc frecvenfele proprii ale corzii. Freeventa v, —
€ \ . . s ‘
= P, este [recventa fundamentald (prima armonici) ; frecveniele v,

n> 1, sint frecveniele armonicilor superioare, egale cu un multiplu fntreg
al frecventfei fnndamentale (fig. 16.2).

Fig. 16.2

Undele stationare sint in realitate totdeauna amorfizale din cauza freciri-
lor ¢cu mediul exterior.

O vibratie arbitrard a corzii reprezinti o suprapunere a vibratiilor proprii,
cu anumite amplitudini i faze initiale. : ' ‘

16.2. TUBURILE SONORE

Analog coardei vibrante, si in cazul tuburilor sonore avem un sir infinit
de vibrafii proprii, Frecventele proprii se obtin din condifiile In margine. La
tuburile sonore obisnuite excitarea undeistalionare in caloana de aer se

facela un capit al tubului cu ajutorul uneilame pusd in vibralie prin suflal‘_ea
aerului, prin urmare la acest capiit avem un veniru si ecuatia undelor stalio-

nare va fi alunei:

. E(x, 1) = A cos kv cos ool {16.10)
Celalalt capiit al tubului poate fi inchis (tuburi sonore inchise) 5i acolo se va
forma atunei un nod, sau deschis (tuburi sonore deschise) si atuncise va forma

acolo un veniru (fig. 106.3).

/

77 L 77
N N

Tub inchis Tub deschis

Fig. 16.3

La tuburi fnchis_c:
1N
cos kil =0, kl =(2n — 1)%, [=@n—1)_, neN,

¢ vy = 16.11

v:(211f1)4—z=(2{1_1) vl,:fl—‘u, “(6 )

deci lungimea tubului inchis esle egald cu un numdr impar _dg sfertari de lufgi\:ﬂn&

de undi j4 si se pot forma numai armonici impare : frecventele p[‘_()p]‘u_rS!n!

mullipli impari ai frecveniei fundamentale.

. La tuburile deschise: ) |
R NN

coskli =41, kl =nx, { =n§- =2n2—_, .”_E N,

Vg =M = Nv;, Yy = (16.12)

Rl s

deci lungimea fubului deschis este egald cu un numdr.par de h{4 (sau numdir

fntr S ' icile.

intreg de A[2) si se poi forma {oate armonict . . ) ‘
Frecventa fundamentald a unui tub sonor deschis este de doudl - ori mai

inarc decit frécvent;a fundamentald a aceluiasi tub sonor inchis.,



16.3. NIVELUL SONOR

Urechea omeneasci este un spectroscop care deiermindi inlensitates
vibratiilor inkr-o scard logarifinicd si freeveniele for {inlre anumite limite).
De exemplu, pentru v~1 kHz, intensitatea minimi a pragului auditiv infe-
rior I, = 1072 'W/m? si intepsitalea maxima a pragului auditiv superior
I, = 10° W/m® deci un interval de intensitiiti éxceptional de  intins:
In/1y = 10% | deci 14 ordine de marime ! Dacdl tinem seama ¢i suprafata tim-
panuluj este sub 1 em?, atunci energia incidents pe secundi, la pragal auditiv
inferior, este de ~ 1071% J ! Capacitatea de a aprecia sunetele ca intensitate
este de aproximativ }AI/I = 0,25, far ca frecven(d de aproximativ Avfy —
== 0,3 (intre 1 5i 6 kHz).

16.3.1. LEGEA LUI WEBER SI FECHNER

Conform legii Weber-Feehner variafia infensitd{ii senzaliei este proporti-
onald cu logaritmul raportului dinire intensitdfile respective ale excitafiei : .

1, : 1
AS =8 — 8§ =kig-Zsau §— 8§, —k lg —, (16.13)
: Iy 1,
Dacd intensitatea excitaliei creste in progresie geemetriclt, infensitatea senzafie
creste in pregresie aritmeticd. _
Desi aceastd lege nu este rigurcasi, ca este mull mai apropiati de reali-
tate decit, de exemplu, o lege de proportionalitate.

© 16.3.2. NIVELUL DE INTENSITATE SONORA

De aici rezulti necesitatea de a introduce pentru caracterizarea mirimilor
electroacustice (in ‘telefonie, radiodiluziune etc.) mirimi corespunzitoare
intensitatii senzatiei, conform legii Weber-Fechner. Astiel se de,fincs‘te: nivelul
de infensifate sonord L misurat in beli (B) (dupd numele lui Bell) sau fn neperi
(dupi numele’ lui Neper): o ' '

def I I - s } .
L s=1g—in B sau L =1n— in Np, (16.14)
) o Iy o

unde I, este intensitatea de referin{. de obicci pragul auditiv inferior la
1 kHz: I, =107 W/m? Practic, se foloseste unitatea decibel (dB). Cum
intensitatea sunetului este proportionald cu pitratul presiunii sonore, rezulti -
L 2 1g-L — 20 1g L8P _ o4 T Lt g aB, L (16.15)
1, o (ADY T P Do
unde presiunea somord p,; = 2:10-° N/m?* corespunde pragiilui ‘intensilitii

I, = 1012 ‘V/mz. T RN o R R

16.3.3. NIVELUL DE INTENSITATE AUDITIVA (TARIA SUNETULUI)

Intensitatea senzafiei audilive depinde nw numani .de intensitatea sc;nnré
a excitatiei, ci si de frecvenl¥, fiind maximi intre.1 si 3 kHz, de aceea eg_ga
Weber-Fechner (16.13) se scrie astfel : s - o
S(I, v) — S, v) == k(v) lg-}m-, . (16.16)
. Y o [ : P
unde constanta de proporfionalitate k depinde de fyegy’enta sungtuului, avind
un maxim aproape de 2 kHz, unde urechea are sensibilitate maxima.
Dacii alegem intensitatea sonord de referintd I, variabdild cu frecventa,

corespunzéler pragului audifiv inferior, adic cgr;sﬂpunzator Tui S.(I"’ \.n)_t=t Oa,
deci I,(v), obtinem formula infensifdfii senzaliei in functie de intensitate

excitatiei :

o) 16.17)
SUI, v)'=k(v) Ig , (16.
( ) o Iy(v)
ng Série our " i itiv inferior (fig. 16.4). Normind con-
I descrie curba pragului auditiv inferior (fig !
:1:1(111%& OIER) l1a valoarga I = 10 pentrun v =1 ‘kﬁHz, fon‘nula (16.17) dgf;ngstfa_

nivelul intensitalii auditive sau {dria suneinlui fn phoni (phlon:).

: g
1wy ' Im(»?)l R 140 ,@
o ol 80 phoy - e e

ol '\\-_._. = i ___ | 5 S N SR /i1
AR NN R NN ) e
m}’_ -- . | {“.“'"""‘- ﬁ-___gﬁ_._.-—-“’/ 7.// Zg' .
10-4 [ o IO'(V)\\\\'-__ Ig // 0 I.G""z N
i o
w8 50 107 21 5102 197 2107 510° 10% 219% v Hz

Fig. 164

Prin urmare, {dria sunelului exprimatd in phoni esle egalla cu nivelul _sotrzgr
exprimat in decibeli al sunetului de referinfd de 1 kHz care produce aceeasi inten-
sitale a senzafiel auditive. , : Ji .&, .

1l i unitat ) nzafia auditivd. - o

Phonul este deci unitatea pentru senzafia . o

Un phon corespunde aproximativ puterii de 1'ezolyt1e a urechii rgl?)iél)v
1a tiria sunetului (puterea de rezolutie in fg‘qcvgnja este Ay{:; Nh"’ en;

Practic, regliim intensitatea sunetului de 1‘ef.e,r1pt.a de ‘1-'1;}.]-[2‘ pind o télun1 o
aceeasi intensitate a senzaliei auditive (aceeasi tirie subiectivd a sunetulu



cu cea a sunetolui de misurat. Atunei nivelul sonor in decibeli al sunetului de
referintd (etalonat de exemplu dupit presiunea sonerd) ne di téria in phoni a
sunetului masurat. -
Intensitatea senzaiiei: auditive a oricarui sunet, de orice frecventil, se
intinde de la zero phoni la pragul auditiv inferior, cind sunetul nu se mat aude,
pind la 140 phoni la pragul auditiv superior cind incepem si percepem o
presiune sonorii dureroasi. -

Constanta k(v) din (16.17) se poale determina experimental. In alara
domeniuloi auzibil (1620000 Hz) ea esle nuli.

. 16.3.4. URECHEA UMANA

Intervalul de frecvenle auzibile este cuprins intre 16 Hz si 20 kHz,

Infrasuneiele (0—16 Hz) sinl percepute de anumite animale: pisiiri
si pesti; dach se stirnesle o furtuni ele aud infrasunetele respective si se refu-
giazi sau se retrag din zona respectivi. La fel, in cazul cutremurelor, unele

animale percep infrasunetele fnsotitoare si intrd in panicd, inainte ca omul si
sesizeze unda seismici. :

La om infrasunctele de anumite freevente produc somnolentii, ifar altele
efecle foarte nepliicute (se pare, unele efecle de rezenanii, de exemplu, cu
biitilile inimii). _

Tot astfel, unele animale : liliccii, delfinii, emit si percep ulirasunefe (v >
>20 kiz). Deoarece X < 2 cm, ultrasunelele manifestdi net proprietiti de
directivitate. Emitind impulsuri de ultrasunele dirijate si receptionindu-le
reflectale pe obiecle, aceste animale se orienteazd in spatiu (pot sesiza si migca-
rea obicctelor pe baza electului Doppler). Ultrasunetele de anumite frecvente
produc cfecte de iritatie asupra animalelor ca §i asupra omuluj.:

In ecazul wrechii wmnane, pe baza multor masurdtori Ja diferite persoane,
se obiin curbele mediaie din figura 16.4. Se vede ci intreaga scali a intensitifi-
Tor auditive cuprinde 140 phoni pentru oricare freeventd audibila : zero phoni
pentru pragul auditiv inferior (pentru oricare frecventd) si 140 phoni peniru
pragul auditiv superior (penlru oricare frecventd. audibild). . ‘

Tabel de ldril sonore

Sursa . ‘Tdria, phon
Tic-tacul unui ceasornic, Ia distani{a de I m : - 20
Camerii linistitd sau soaple : : Lo 30
Pasi sau vorbire inceatd, la distanfa de 1 m 40
Vorbire obisnuitd, la distanja de 1 m B
Vorbire tare, In distanfa de 5 m ‘ a ' C 70
Vorbire tare, la distanta de 1 m - 80
Stradi zgomotoasi o 90
Orchestra mare sau zgomotul unei molociclele. -~ : 100
Zgomotul unui motor de avion (la 3—5 m) ‘ 130

Dupi cum am spus, urechea are sensibilitate maximi in qinterva;ul 1}-—
3 kHz, pragnl auditiv inferior atinge aici valoarea I, = 107 W/m?® : re-
siunea sonord efectivii, in aer, corespunzatoare acestui prag, este dupa
- 3. .
cum am Spus, P = 2-10 S N/m*:

I _—_% ,,p_?., Ps =\/"IT?_,, =V 10—121‘2’ .428§'_35. =2,06-10"% N/m®

- @of R, m m
0 ' (16.18)
A=rﬁ:pliti1dinéa cdrespunzitoare de vibratie a moleculelor, la frecventa de 1 kHz :
1 1ja7
I = LPQCO)ZAZ, A = _2_,{ =
12 o { R,

. 1 V2-10-12 W/m‘l —1,09-1071* m =0,1 A, (16.19)
© 2m10%s7t f 428 Nes/m?

adici o zecime din diametrul unui atom de hidrogenz[ La p_ragul auditiv supi-
rior intensitatea sonord ajunge la I, = 100 W/m?, presiunea sonora_4p, o
2 200 N/m?; iar amplitudinea de vibratic a moleculelorla1k¥Hz : A =~ 10~ m=

= 0,1 mm. Urechea este deci un aparat care misoara miarimi de la nivelul
alomic pind la nivelul macroscopic 1 (la fel ca si ochiul).

16.4. ANALIZA SUNETELOR

16.4.1. SUNETE MUZICALE

O oscilalie periodicd, adicd un sunet muzical, se poate ,des’compune intr-o
serie de oscilatii sinusoidale sau tonuri muzicale (serie Fourier) :

oo A
El) = 3 A, cos(nol -+ o). : (16.20)
. n=1

Deoarece urechea omeneascd nu este sensibild la (‘Iegazajelia oscila’g'iilor com-
poneite (G. S. Ohm), spectrul sunctului (amplitudu‘).:l"e A, in functie de free-
venti) este suficient pentru a caracteriza sunetul, adici doud sunete gu.acelasl
spectru dau aceeasi senzatie auditivi. Timbrul sunetului este determinat de
prezenta §i intensitatea armonicelor.

16.4.2. ZGOMOTE

Zgomotele sint sunete aperiodice, cu amplitudine variabild n_eregulat.
Ele nu mai au un spectru. de linii, ci un spectru confinuit dat de Integygla
Fourier : ' i. . o _ -
EWD ;g () cos[o! + a{w)] da, (16.21)
_ R : : ‘
unde graficul densititii spectrale sau densititii de amplitudine a(w) di spectru-
continnu. : .

351



_ Prin urmare, orice oscilalie este piniila urmi o suprapunere (discontinud-
discretd sau continui) de oscilalii dirmoniée, cu spectru de ligii (frecvente
discrete) sau speetrn comtinuu. S SRR R
‘Analiza sunetului se. poate
_ : face cu ajulorul unor aparate
o T S eleciroacustice care 1iransforma
: : in prealabil oscilatiile -sonore in
oscilatii electrice de aceeasi formi
$i, aceslea din urmi sint apoi
descompuse’ in" oscilatii “sinusoi-
dale,

4 ]

£§

16.4.3. SPECTRUL

O sinusoidi - (sau o undi
.~ pland monocromaticd), . infinité
in spatiu si. limp,  are spectrul
. , .+ format . dintr-¢ singurd linie o
\ - . de amplitudine A. Un fragment
— ——= de sinusoidd, mirginit in spatin
88 L (Ax) si timp (Af), are ‘splgctru
continuu de largime A in jurul
freevenlei o (fig. 16.5). Cn eit
segmentul de sinusoidd este mai
restrins in spaliu si timp, cn atit
spectrul situn csle mai larg:

\ . .. ,,L\l{_g.i—,. Aw ~ .1.. .

e o g S

- (16.22)
Fig. 16.5 TR Cind Ar — o0, Al —» oo, spectrnl

' o - se ingusteazi si tinde citre o
singurdi linie spectrald,, bine determinatd (Aw — 0, Ak — 0). Dimpotrivi,
¢ind Ax — 0 si Al — 0, speclrul se largeste a meslirsit (Ao — oo, Ak Zo0)

) b w I ) I o . . R — Tap. o S [
Stiind ¢d pentru” o particuld “efementari’ F = ho, p- = bk, regisim  in
(16.22) relaliile de nedeterminare ale 1ui Heisenberg. S

g

16.4.4. EFECTE NELINIARE

‘ Noi'-r}e-a'm marginit qumﬁi Ya' ,acustica linfard”; adici am pistrat: numai
termenii linfari in diferite relalii, neglijind lermenii superiori (am ,linearizat®
ecuatiile sau ne-am restrins la prima aproximatie liniari). o
-La amplitudini mari se manifesti i termenii pitratici, care dau efecte
specifice (,acustica neliniard®). De exemplu, in radiotehnici, pentru ampli-
tudini mari ale semnalului, caracleristica tuburilor.electronice’.nu mai poate
fi aproximatd printr-o linie dreaptd §i afunei termenii pitratici dau frecvente

nedorife, cum ar fi diferenfa seu suma [reevenlelor a doud sunele o, {Ohser-

viim cit la aparatele cu medie freevenld — uceasta se obline Locmai cu aju-
torul wnei caracteristiet neliniare.) : . :

.. Astfel  dacit pe tHngd termenul liniar, avem si un termen pitratie, alunci
acest - termen vada xo ' c ‘

L JE) ~ & = (A cus ol - Ascos ) =

== -%AE(I A cos 2 o) ﬂl-—?: AR | cos 20)3{) -+

- + ;1.111‘2[ch'$(‘¢01 — 'mg) { -+ cos (o, - o]

Freevenlele 26, 20, sinl maj pulin 51_11')5'1'::17[0{11'0,_"(‘ﬁci schimbi timbrul.-sgu
ies din domeniul auzibil, suma o, -+ o, poate de asemenea si jasd din dome-
miul auzibil, in schimb diferenfa ‘o, — . esle supiritoare. \
Dealtlel si. urechea omencascii- este Sheliniara®, '1:1_:a=m])]itudini mari ale
sunctelor, pe lingd doud 1onuri 31,0 auzim.si tonul de freevenidl @; — w,. 530
chiar alle lonuri ,combinale® : o, - ©_, 2oy -} 0 o) L 2¢,. Fenomencie
fizice legate de avz _s_in.'l;.slu_t_lialé in acusiica fisiologicd. . . oy ;

16,5, ULTRASUNETELE

Ulirasunetele au freevenle de la 20 kilz in sug, pi_uﬁ_li\' [1‘_c_cveni_,e de
ordinul 10 GHz (10" Hz). ' ' ‘

Ultrasunetele se obtin cu ajulorul anumitor cristale, numile piezoelecirice
(piezocristale), care manifestd fenomenul, de elelrostricliune, adi_cz”l de conlrac-
lie sau dilatare sub actiunea unui cimp elecivic. Cel mai folosit este cuartul,
din care sc taic o placit (lamid) cu o anumitit orientare fall (I‘e_axe]c'.cﬂrisialo- _
grafice (piezecuart). Grosimea - : S .
plicii se alege astlel incit sa v 7 r :
vibreze in rezenanli cu cimpul 7/@"/‘5‘-’0/// ,'\/2
cleetric alternaliv aplicat (prin g //// . / —_— . .
intermediul unui'condensator}). - T ' Tig. 166 A

Astiel, pentrn v = ¥ MHz gro- .
simea plicii va fi (¢ = 5,5 kinjs) (fig. 16.0) :

N 5500 mfs

£ = 2,7 mm,
2y 2.10% 1

(16.23)

f
19]:»’

¢ ullrasuncle, datorili efectului

Acecasi lami servesle si ca receplor d s
aeclivnen undei ullrasonore, lama

invers. Intrind in vibratic de rezonanii sub undei ult: lan
se polarizeazil alternativ, adied pe felele sale apar sarcini e].(}(‘I:I‘ICC'HHC]“I}Z[{.]_‘{ e.
Se poate folosi si fenomenul de magnelosiricfiune : variaiia dll‘mcnslun'l or
miezului maguetic al unei bobine suli acjinnea cimypuivi n'llagnc'llc, creaL de
curentu!l alternativ ¢are stribate fnfigurarvea bobinei. 0 -
Ultrasunetele sint absorbite puternic in guze si slab in 112]_11_(10 si sg)lule.
Intensitalea ulirasunctelor poate atinge valori pindta 10° :\\-' [m“,viar presiunca
pinitla ~ 10 alm. Deoarece intensitatea esle properticnald en pitratul ampli-

| . 2R



e ) |
tudinii si patratul Irecvcnte;,[:E— poCw’ A%, amplitudinile de vibratie a

particulelor nu sint mari. ’ '
D [ - L3 i3 . . V X
nat ;zgiﬁl Olll)uigxm;l]de ];anda mici, fenomenul de difractic este slab expri-
stacolele obisnuite, astfel ineit ti i i bi
at s¢ obtin fascicule ing
dmi;ate. de ultrasunete. ks nguste, bine
tuluin sllchltge, 11;11 momente'le de' ra‘refierc, la intensitiiti- mari ale ultrasune-
tut . ri'podpro uce ruperi ale lichidului : formarea de goluri sau cavilati, in
c:w“ f["l 111111 gazele dlzolyate $1'vaporii lichidului. Acest fenomen se numeste
cavtl ,n-z. in .ntlnome_nt(_ale 1mechat. urmitoare, de comprimare a cavitiitii, ‘se

‘ presiuni Aoart?, inalte. Cavitalia cxplici de exempluy, distrugerea unor
suprafele solide (elice Ia vapoare). ' T ?

?as}te]lea _unor presiuni alternative mari $i a unor acccleralii mari ale
E]atr icule mi in ]}91}1(19 in' unda ultrasonori explici o seric de efecte fizice ale
il nr:ﬁuln_e(zl‘lce or si isi giiseste aplicalii tehnice. Astfel citim formarea de emulsii
mic-“lc 1 ef nelfusmbile (mercur si ap#), dispersarea solidelor in lichide (sulf,

i, camfor in apa), coagularea acrosolilor si hidrosolilor, fisionarea unor
mac;}‘omolecule. sau accelerarea unor reactii chimice. ‘ -
os e absorbtia dlfer1tq a ultrasunetelor in gaze si solide se bazeaxid defec-

scopid ultr'aso.:?oi‘a gnecl(?strllctlx'ﬁ) a pieselor metalice, adici descoperirea de
goluri sau fisuri in interiorul piesei. E '
qubl-hdl:olocallzm ul'trausonoréi, adicd detectarea obiectelor sau obstacolelor
.Slmg;gn(l:m, se .bazeaza pe ohtinerea fasciculelor inguste, dirijate, de ulira-
8 . Comunicatia intre submarine se-poate menti jut

\ - 1 & y X =

sunet Pos entine cu 'gutm ul ultrasune

_Ultrasm_letelc au aplicatii si in Diologie, de exemplu distrugerea unor
microorganisme (bacteri) cte, SR

" PROBLEME
16,1, O coards inlinsd cu forla F, = 160 N'ad batdi de f 3
M oardd a F, = 160 N 24 bitii de frecventd v, = 20 Iz cv
;lmpaf,ou. Tptmsa fiind cu foria I, = 250 N. ea vibreaza la unison:cu dia;bn:ronul S’t-l iu 1;;1
recvenla tiapazonului. . . - - P e At
b =100 Hz. . SRR Lo

R, V= e
1 - VI"‘u’FL

5

o . . R : e ’ ! ’ o : !
sumtl:l.-. Stmzztul [111_1dalnental emis dé o coardd produce v, = 10 Hz, bittiii pe seccundi, cu
sunc emls de un diapazon. Dacii se seurleazi coarda cn {ractiunes F= 0,01 = 1% din lun-
simea ei, ea intrd in rezonanii cu diapazomnl. 33 se afle freevenia dia'pnzonull’:i.- :

1
R v= TVe= 1000 Iz,

16.3. O coardd de masi in cst_e fixatd Ia capete. En vibreazi pe freevenia sa funda-

mentali o cu amplitudinea maxind (in v A
Lakt ¢ amplity axinid (in ventru) A,. 54 se calculeze energin cinetici maxima :
corzil s1 energia’ cinetici medie : " : ' ‘ ;2‘1_51:1 cinelic maxima a

R o Imﬁ?z-‘li. 3 <> = .i netAg.
. ; S £ :

16.5. Un:tub sonot inchis emite tonul faudame e frecve PR

. C ! ite tonul Tuuds al ;de- renli v — 95 I .
viteza sunctului-in aer ¢ = 340 4 se fundawental ide- frecvenid v. = 250 Iz, Gunoscind
mental em © ¢ == 340 m,s, si se afle lungimen tubului si freevenia tonutui funda-
mental emis de acelasi tub dacd il deschidem. IR R

B b S O
R ¢ :
. U= Z—‘= 0,34 m, v/ = 2v = 500 Iz
v Lo

unul inchis si altul deschis, an aceensi lung me, Tubwl desehis

16.5. Douil tuburi scnore,
4 se ealeuteze [reevenin armoenicii o 11l a tulivini

are freeventa fundamentald v= 440 Hz. S
deschis 51 {recvenia armeonicii a 3-n a tubulul inchis.

R, v, =3y=132 Hai w~=3— =060 Flz.

to <

. N

16.6. in timpul vorbirii normale presiunea sonord este p, == 0.20 — la freeventa v =
m#

a particulelor, ampliludinea oscllatiilor siintensilatea

= 400 Hz. Si se calenleze viteza efectivil
ernlui R, = 400 N-s/m?s. Carc este nivelul songt?

sunetului, cunoscind rezistenfa acusticdi a a

-
R o, =2t =050 mus A= ¥2p:_ go3.107 m,
Ra OJRG

2
p o Po010-t0 Wyme L=20 1g FL = 80 aB.
R, Po
16.7. Cite surse sono e identice trebuie rennite pentru ¢
AS = 10 plen fatd de nivelul dat de o singurit sursii ?

a nivelul aud.tiv s creasch cn

R. N = 1045t0 == 10.

16.8. La distantn r=20 m de o sursi senori punctiformi de frec
auditiv este § = 20 phon, La ce distan{d sunetul nu se mai aude

in aer).

n. = /105 = 200 m.

16.9. Un observator, situat la distanla r, = 1,00 m de un mic diapazon. miseard nn timp
{: = 33 s de la momentul cind aude sunctul emis de diapazonul fovil pind in momentul cind
nu-l mai percepe, Situindu-se iz o distani{s 1. = 10,0 m de diapazom, chservatorul misoardt
acwm un timp {, = 10 s, diapazonul fiind lovit identie. S se calculeze coelicientul de amor-
tizare & a vibragiilor diapazonului (se neglijeazd absorbfin sunetuini i acr).

N b= A3Mgreim) _ 549 51,

t— 1y

venti v = 1,0 kElz pivelul
? (se neglijearii ahsorblia

16.10, Un oscilator elastic oscilenzid aproape sinusoidal, Fiind slal amorlizat daloriid unei
forle proporfionale cu viteza. Penlru a intrejine totusi oscilaiii neamortizate se procedeazi
astlel - la f.ceare trecere a corpului prin pozitia de echilibru sc trage (hapinge) brusc de celdtalt
capit al rescriului in senstl vitezei, cu o distanti constantd micd, aleasa adcevat. S se afle cit
1a sutid din amplitudine trebuie si fe aceastd distaniil pentu a inlreline oseilatiile, stiind de-

crementud logaritmic I

N Agja = VDo
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